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Die Auflösung der bestimmten Gleichungen. 

(Analyse des e(|nation9 determinees.) 



Jean Bnptiste Joseph Baron Fourier. 



Vorrede. 

[1] Die PhUoaopheii von Alesandria haben gewisse Ele- 
mente einer Kunst, welehe die mesabare Gröase zum Gegen- 
stand bat und darin besteht, 0]>eratioiien dea Geiatea dnreh 
legelmäasige Combination einer kleinen Anzahl von Zeichen 

ersetzen, gekannt. Diese Rnnat hat bei den modernen 
'Völkern einen groaaeu Anfachwnug erlebt; sie wnrde zur matbe- 
atiachen Analyaia, der erhabenen Wissenachaft , welche die 
allgemeinen Gesetze der Bewegnng und Wärme darthut, alle 
^^^ sen Phänomene dea Weltallä auBeinanderaetzt nnd die 
jnenschliche Gesellschaft über deren wichtigste Anwendnnga- 
'^biete aufklärt. 

Die Theorie der bestimmten Gleichungen, eine hauptsäch- 
liche Grundlage dieser analytischen Wissenschaft, ist lange in 
ihren Fortschritten durch grosse Schwierigkeiten, die man heute 
auflösen kann, aufgehalten worden. Ihre Behandlung ist der 
Hauptzweck, den ich mir in diesem Werk stellte; dasselbe ist 
die Frucht einer langen Arbeit, die ich seit meiner ersten 
Jugend unternahm und welche die verschiedensten Sorgen 
sozusagen niemals unterbrochen haben. 

Die Hauptfrage der Theorie ist die Aufanchung der Wur- 
zeln der Gleichungen ; diese Frage bemflhte ich mich voUstiHi- 
dig zu behandeln; ich habe sie durch eine exacte und al^emeine 
Methode, [2] die immer leicht anwendbar ist und sich auf alle 
bestimmten Functionen ausdehnt, gelöst. 
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Diese Methode entstammt nicht einer besonderen und in 
gewisser Beziehung von den schon bekannten Theoremen un- 
abhängigen An achanungs weise, sondern sie erinnert im Gegen- 
theil an alle diese Elemente und entlehnt von denselben, sie 
zeigt die zwiaehen ihnen vorhandenen Bezieliungen und ent- 
wickelt aus denselben sehr entfernt liegende Folgerungen. 

Die hauptsächlichsten Entdeckungen, welche die algebra- 
ische Analyais begründet haben, sind die Theoreme von Franz 
Vieta Bber die Zuaammenaetaung der Coefficienten , die von 
Deseartes in seiner Geometrie gegebene Regel, welche die An- 
zahl der positiven oder negativen Wurzeln betrifft, der Satz 
vom analytischen Parallelogramm, den man Newton verdankt, 
und welchen Lag^^am/e bewiesen hat, die Newtoii'aciie Methode 
der sueceäsiven SnbstitntioneUj die Untersuchungen von Waring 
und Lagrange. Ober die unveränderlichen Functionen der Wur- 
zeln und über die Differenzengleichung, die Tbeorie der Ketten- 
brflche, wie sie in La^ange's Werken entwickelt ist, schliesa- 
lich die von Daniel BemoulU aus den recurrenten Reihen her- 
geleitete Methode. 

In unserem Werke erinnerten wir an diese Elemente, nicht 
um ihre Principien, die schon lange bekannt sind, auseinander 
zu setzen, sondern um ihnen eine ganz neue Ausdehnung zu 
geben und alle fundamentalen , von den ersten Erlindern be- 
trachteten Fragen aufzulösen. Jede derselben soll mit grösster 
Sorgfalt discutirt werden. Aus dieser Prüfung ergiebt sich 
eine allgemeine exegetische Methode, welche nichts unsicher 
Ifest, denn sie ergiebt leichte und gewöhnliche Regeln zur 
Unterscheidung der imaginären Wurzeln. [3] Der aufmerksame 
Leser wird beurtheilen können, ob diese schwierigen Probleme 
wirkUch allesammt vollständig gelöst sind. 

Diese Principien gehören der allgemeinen Analysis an, und 
unsere Theorie ist auch nicht auf die algebraischen Gleichungen 
beschränkt; sie löst alle bestimmten Gleichungen auf. 

Die wichtigsten Fragen der Naturphilosophie ebenso wie 
lüejenigen, welche die äusseraten OsciUationen der Körper oder 
die Bedingungen der Stabilität des Sonnensystems oder ver- 
schiedene Bewegungen der Flüssigkeiten, oder endlich die 
mathematischen Gesetze der Wärme behandeln, erfordern eine 
tie^ehende Kenntniss der Theorie der Gleichungen. 

Ich werde jetzt die bei der Ausarbeitung und Redaction 
befolgte Anordnung angeben: 

Die Elemente der Wissenschaft sind in mehreren Werken, 
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welche dieaes Studiiim leicht und allgemein zngitnglich gcmaclit. 
haben, niedergelegt. Ich setze biet* voraus, d&ss die baupt- 
aäcblicheu Tbeoretne dem Le»ei' bekannt sind; ich habe sie in 
der Einleitnng' angeführt. Unter diesem Titel biete ich die histo- 
rische Angabe der hait])taächliclien Quellen mit der esacten, 
prSciaen Angabe aller Satze dar, an die mau sich vor der 
Lectäre dieser Abhandlang deutlich erinnern muss. Diese Auf- 
zählung giebt meinen Auagangspnnkt an ; alle weiteren Unter- 
suchungen sind neu. 

Unter den elementaren Sätzen der Einleitung erwähnte ich 
gewisse sehr einfache Sätze der Infinitesimalanalysis. [4{ Man 
kann in der Theorie der Gleichungen ohne Verwendung der 
Difl'erentialrechnnng oder, was dasselbe ist, der Flusionamethode, 
keinen bedeutenden Fortschritt erzielen. Die Wisaenschaften 
lassen nicht immer die zufällige und so zu sagen unvermuthete 
Anordnnng zu, welche im Laufe der Erfindungen sich ergeben 
hat. Die mathematischen Kenntnisse sind alle von gleicher 
Art, ihr Studium erfordert eine beharrliche Aufmerksamkeit i 
als transcendent hat man die zuletzt entdeckten Zweige be- 
zeichnet. 

Dem beschwerlichen Studium neuer Bezeichnungen, die fast 
immer eutbehrlich sind, zu entgehen, habe ich die gebräuch- 
lichen Benennungen beibehalten. Mehrere dieser Bezeichnungen 
sind vor einer esacten Kenntnisa der Elemente angenommen 
worden. Es konute nlttzlich sein , gewisse Aenderungen vor- 
zunehmen; doch ziehe ich vor, den Fortacbritt der Ideen und 
die Beiatimmung der Mathematiker abzuwarten. Alle Unter- 
suchungen dieses Werkes sind schon lange vollendet. Jetzt 
erscheinen die zwei eraten Bücher, welche das Wesentlichste 
ans der Theorie der Gleichungen enthalten und in gewissem 
Sinne einen besonderen Abschnitt bilden. Der zweite Schlnss- 
theil dieaea Werkea, dessen Ausdehnung faat dem ersten gleich 
iat, wird künftiges Jahr erscheinen. 

Da die zwei ersten Bücher einen nur unvollständigen Ein- 
blick in den Gegenstand dieser Untersuchungen geben konnten, 
erschien es mir nothwendig, eine synoptische Auseinander- 
setzung, welche alle Restdtate zusammenfasst und ihre gegen- 
aeitigen Beziehungen erkennen Ifiast, vorauszuschicken. [5] Ein 
wesentlicher Gesichtspunkt ist von Franz Vieta, den man als 
den zweiten Erfinder der Algebra betrachten kann, gefunden 
worden. Harriot, Oughlred, Wallis und Newton hatten ihn über- 
id; aber man entfernte sich von demselben und verfolgte 
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einen ganz anderen, durchaus beschränkten Weg, welcher sich 
nur auf sonderbare Untersuchungen erstreckte, ohne irgend 
eine einzige der sich darbietenden Schwierigkeiten lösen zu 
können. Ich beabsichtige die Wissenschaft auf einfachere und 
fruchtbarere Principien zurückzuführen, die an schon bekannte 
Elemente anknüpfen und sicher auch zum Fortschritt in den 
anderen Zweigen der mathematischen Analysis beitragen werden. 

Paris, 1829. 

Jh. Fourier. 
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Einleitniig. 

[7] I. Von den Griechen und Arabern haben wir die erateni 
Kenntnisse anf algebraischem Gebiete empfangen. Die BQcher 
des Diophantus ^)j hente das äJteste Denkmal dieser Wissen- 
schaft, tragen alle Merkmale der Erfindung. Der Autor löst 
durch eine erfindnngBreiche Aualyse eine ziemlich grosse Zahl 
yon Fragen, die sieh anf Eigenschaflen der Zahlen beziehen; 
der nns aberlieferte Theil dieses Werkes genügt zum Beweis, 
dass die elementaren Kegeln der Algebra schon der Schule 
von Aleicandria bekannt waren. 

Die nralte Civilisation des Orients ist durch wunderbare 
künstlerische Productionen bezeugt; aber die Geschichte hat 
nur eine venrorrene Erinnerung bewahrt an die Zeiten, 'welche 
um mehrere Jahrhunderte dem sagenhaften Ursprung Griechen- 
lands vorausgingen. 

Sind die Principien der indischen Algebra, so wie mau 
einige Spuren derselben vorfindet, den Arabern, den Persem 
und dann Europa mitgetheitt worden, oder sind nicht vielmehr 
die griechischen Mathematiker die wahren und einzigen Er- 
finder? Der Mangel an Denkmälei-n erlaubt nicht mehr, diese 
Frage vollkommen zu lösen. Trotzdem sind die sehr aus- 
gedehnten Theorien, aus denen die analytische Wissenschaft 
jetzt besteht, alle das Werk der Modernen. 

Leonardo iHbottacei ans Pisa hat um das Jahr 1150 nach 
der Eflckkebr von seinen Reisen nach Griechenland und 
Asien das erste Werk dieser Wissenschaft, welches im Occi- 
dent erschienen ist , geschrieben ^j Dasjenige von Luca 
Packwlo'^) wurde im Anfang des 16 Jahrhunderts , einer 
Stets in der Geschichte Enropis denkwürdigen Zeit, pnblicirt. 
Seipione del Phia*) geUng ea, die Gleichungen des dritten 
Grades zu lösen, oder er gab vielmehi für dieselben eine sinn- 
reiche und nnei-wartete Transformation [8] TartayKa*), Car- 
dofM*} und naihher Rafaele BomheUi^) erneuerten und ver- 
breiteten diese Entdeckung fudotwo Ferrari aus Bologna*] 
entdeckte für die Gleichungen vierten Grades eine Lösung der- 
selben Gattung. Diese Formeln führten nicht zur Lösung 
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höherer Gleichnngen ') and selbst fiir den dritten und vierten 
Grad sind sie in einer grossen Zabl von Fällen nicht anwend- 
bar*]. Vollständig gelöst hatte man dnrch ein ähnliehea Mittel 
nnr die Gleichungen zweiten Grades; die sehr einfache Formel, 
welche diese Lösung giebt, war seit dem Ursprung der Algehra 
bekannt. 

fh-anx Vieia "), einer der glänzendsten Begründer der matbe- 
maüsclien Wissenschaften, betraohtete die Frage der Auflösung 
der Gleichungen von einem viel allgemeineren Gesichtspunkte. 
Er entdeckte eine exegetische Methode, geeignet, die wirk- 
lieheu Werthe der Unbekannten zu bestimmen, nnd begründete 
seine Untersuchungen anf den wahren Principien des alge- 
braischen CaleuU. Aber man konnte damals diese Methode 
nicht fortentwickeln, weil sie gewisse Kenntnisse der Differen- 
tialrecbnung fordert. 

Viela bemerkte zuerst die Zusammensetzung der Coeffi- 
oiraitea; dies ist der Ursprung der Theorie der Gleichungen. 
Er macbte die ganze Ausdehnungsl^igkeit der algebraischen 
Formeln bekanut und entdeckte neue Anwendungen, so dass 
man ihn als zweiten Erfinder dieser Wissenschaft betrachten 
kann. 

Harrüit^^), Ougktr?d*',, WaUis^-) folgten Vipta'a Lehren, 
und dea' erste dieser Mathematiker gab des Gleichungen eine 
allgemeine Form, die man beibehalten hat. 

Deseartes'^] drückte die Eigenschaften der Cnrven durch 
Gleichungen ans, und begrflndete so die allgemeine Unter- 
suchung der Functionen, welche bald auf die grössten Phänomene 
des Universum angewendet werden sollte. Er bereicherte die 
Algebra mit einer gilicklichen Erfindung, die den eigenthümlichen 
Zusammenhang der Anzahl positiver oder negativer Wurzeln 
mit den Vorzeichen der Coefticienten ausdrückt. Waliis, einer 
lier sinnreichsten Beförderer der modernen Anaiysis, aber ein 
parteiischer Geschichtsschreiber, bat unnütze Anstrengungen 
gemacht, um seinem Landsmann Harriot die Erfindung dieser 
Zeichen reget zuzuschreiben. 

[9J Uie eigentliche Algebra hat von Neuion'*) zwei wesent^ 
liehe Methoden erhalten: die eine ist diejenige, welclie man 
mit dem Namen > analytisches rarallelogramm ' be- 
zeichnet hat; sie wurde 167Ö an Lcihiiiz, welcher um ihre 
Mittheilung bat, herichtet. Diese Kegel, von welcher Lagrange- 
einen analytischen Beweis gegeben nnd welche Laplace auf 
eine andere Gattung von Fragen anagedebnt hat, hatte die 
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Bildung von Reihen zum Zweclc; aber sie gehört besoiidera der 
Algebra als eines ihrer hanptBächlichaten Momente an. Dies 
ist einer der Zweige der exegetischen Lösung, welche Vifita 
im Auge hätte. Die zweite algebraiache Methode, welche man 
Newton verdankt, iat die der sucoeasiven Substitutionen; sie 
ist auf alle Theile der mathematischen Analysis anwendbar. 

Albert Gir'ard '^), welcher in. Holland schrieb, hat als erster 
die Sätze gekannt, welche die Summe der ganzen Potenzen 
der Wurzeln liefern. Newton gab diese Theoreme lu seiner 
Arithmetics UDiversalis und zeigte, welchen Gebrauch man 
davon machen kann, um den angenäherten Werth einer der 
Wurzeln zn finden. Dies ist in gewisser Beziehung der Ur- 
spiTing der Theorie der recurrenten Keihen'"), welche Daniel 
Bernouüi ans anderen Principien abgeleitet hat und welche in 
den Werken von Euler und Lagraiigc klar auseinandei^eaetzt 
und discQtirt worden ist. Diese Eigenschaften der recun'enten 
Reihen bilden eine der hauptsächlichsten a^ebraischen Theorien. 

Die Gesetze der Elimination und die Theoreme betreffs der 
Functionen der Wurzeln sind allgemeine Folgerungen der Be- 
merkungen von Vieia und Albart Oirard über die Zusummen- 
setzung der Coefficienten. Sätze dieser Art führen nicht zu 
einer Methode, die Wurzeln thatsächlich kennen zu lernen, 
aber sie drücken theoretisch sehr wichtige Beziehungen ans, 

Hudde''') aus Amsterdam hat die Eigenschaften der gleichen 
Wurzeln entdeckt. Diese Theoreme, welche vor der Diffe- 
rentialrechnung bekannt waren, und welche dennoch ans den- 
selben Principien stammen, bilden ein einfaches und noth- 
wendiges Element der algebraischen Analysis. 

Ich will nicht an die vielfachen Versuche erinnern, die 
Wurzeln der Gleichungen aller Grade in Formeln, analog der 
Carrfa/if sehen, überzuführen. |10] Diese Untersuchung würde 
zum Zweck haben, alle Wurzeln einer Gleichung durch eine 
beschränkte Zahl einfacher (.Iperationen , deren Natur im 
voraus bestimmt ist, und von denen keine mehr als zwei 
verschiedene reelle Werthe geben kann, zu finden. Man er- 
hält 80 jedoch nur sehr eomplicirte Transformationen, bei 
denen die gesuchte Wahrheit viel verboi'gener ist, als in der 
Gleichung selbst. Wenn der Grad der Gleichung hoch ist, 
so würden dem Analysten bald Zeit und Raum fehlen , der- 
artige Berechnungen auszuführen. Die Anschauungen von 
Ijeämix, und Tschiinhavsen'^^) über diese Art von Fragen 
haben sich nicht realisiren lassen. Die Werke von Laffrtinge, 
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Vandei-mrmik.^^) nnd einigen ihrer Sachfolger haben zur Uenüge 
die Grenzen dieser llnteranehung kennen gelehrt. 

De Oim^^), Mitglied der Akademie der Wissenschaften in 
Paiis, hat die parabolischen Cnrven, welche mehrere wichtige 
Eigenschaften der Gleicbnngen so klar machen, beti'acht«t 
und einen bemerke nswerthen Satz über die Natur der Wurzeln 
gegeben. 

Rolk^^) erfand, indem er successiv den Grad der Gleichung 
nm eine Einheit erniedrigte, eine Regel, um die Grenzen der 
Wurzeln zu bestimmen. Obgleich diese Methode unvoHkoramen 
ist, HO führt sie in mehreren Fällen zu der Kenntnisa der 
Üreuzen, und sie ist nichts anderes als eine sehr einfache 
Anwendung der Differentialrechnung, deren Prineipien Holle 
fBr wahr auzuei'kennen sieh weigerte. Uehrigens hatte dieser 
Versuch keine weitere Folge, weil der Erfinder niilit das 
Hanpthinderniss überwinden konnte, welches alle vorauf- 
gegangenen Analysten aufgehalten hatte und daiin bestand, 
mit Sicherheit die imaginären Wurzeln zu unterscheiden. Die 
Regel, welche Newlon'^^) in Nachahmung derjenigen Deseartes' 
ersonnen hat, um diese Wurzeln abzuzählen, ist nicht genügend, 
und der Erfinder erkannte aaeb ihre Unvollkommenheit an; 
sie bezeugt nur die Schwierigkeit der Frage. Lagrange und 
Warmg"^^) gelang es, mittelst der Gleichung, welche die 
kleinste Differenz der Wurzeln der vorgelegten Gleichung aua- 
drflckt, letztere anfzulösen ; aber diese Lösung ist nnr eine 
theoretische, ihre Anwendung würde, wenn der Grad der 
Gleichung ein wenig hoch ist, unausführbar sein. 

Einer der berühmtesten Mathematiker der Akademie der 
Wissenschaften von Paris, Fontaine-*), hatte eine allgemeine 
MeÖiode, die Natur der Gleichungswnrzeln zu erkennen, er- 
sonnen. [11] Eine giUndlichere Discnasion dieser Methode hat 
die unvermeidliche UnvoUkomnienheit, welcher sie unterworfen 
ist, gezeigt. Spiitere ünterauchungen haben das Urtheil, 
welches von d'Aleinbert und Lagrange über sie gefilUt wnrde, 
bestätigt. 

Ich habe die nenesten Untersnchnngen über die Auflösung 
der numerischen Gleichungen in früheren Schriften eitirt und 
werde auch in diesem Werke Gelegenheit haben, sie anzugeben. 
Was den Gebrauch der Ketten bräche zum Ausdinck der 
Wurzeln betrlfl't, so ist dieser Procesa kein wesentliches Ele- 
ment der Algebra; er kann dnreh eine gewisse Art arith- 
metischer Entwicklung ersetzt werden. 
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Ich habe mich bei der yoraufgegangeuoii Aufzählong be- 
müht, au den UrapniDg und die Fortachritte der Algebra zu 
erinuern und alle Hauptqnellen der Geackichte dieser Wissen- 
Bchatt anzugeben; dabei habe ich, so klar wie möglieh, den 
Cbai'akter einer jeden Eründuug gekennzeichnet. 

U. Daa Werk, welches ich pnblicire, hat die Prüfung aller 
dieser fundamentalen Fragen der algebraischen Analysia zum 
G^enstund. Die zwei ersten Bficher betreffen die numerische 
Auflöanng der öleicLnngen und sie enthalten eine vollatäudige 
und leichte AnfliSaung dieses berflhmten Problems. 

Der Zweck der zwei folgenden Bücher ist es, die ersten 
ünterBnchnugen zu verallgemeinern und auch vermöge einer 
exegetischen Methode derselben Art die Buchstabengleichungen, 
welche eine oder mehrere Unbekannten enthalten, aufzulösen. 

In verschiedenen Schriften, welche ich im Institut de 
France vorgetragen habe, wurden andere Fragen, deren Unter- 
suchung der algebraischen Analysis mehr Ausdehnnug zu geben 
versprach, hehaudelt, 

1. In diesen Schriften wurde bewiesen, dass die Anwen- 
dung recurrenter Eeihen nicht anf die Berechnung gewisser 
reeller Wurzeln beschränkt ist, sondern sich für alle Wurzeln, 
sowohl reelle wie imaginäre, verwerthen lässt und im allge- 
meinen anf jeden CoefiicienteD der zusammengesetzten Factoren 
jeder Ordnung. 

2. Femer wurden die Principien der Analysis der Un- 
gleichheiten und verschiedene Anwendungen dieser Materie, 
welche sich mit derjenigen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
verbindet, auseinandergesetzt. ^^) 

[12J Diese Untersuchungen über recurrente Reihen und die 
Ungleichheiten gehären auch den algebraischen Theorien an: 
ich habe sie in dieses Werk mit aufgenommen, weil sie dazu 
dienen, die hauptsächlichsten Folgerungen zu begründen. Ich 
denke, dass dieses Werk dazu beitragen wird, die allgemeinen 
Elemente der Analysis der Gleichungen festzulegen, indem es 
dieser Theorie eine neue, für immer beständige Form giebt. 

Die Auflösung der numerischen Gleichungen ist der Gegen- 
stand eines speciellen Werkes gewesen, welches Lap-ant/e^^} 
publicirt hat nud das allen Mathematikern bekannt ist. Der 
berühmte Antor hat in diesem Werke hauptsächlich im Auge, 
die Methode, welche er in der Sammlung der Mtimoires der 
Berliner Akademie aus den Jahren 1767 und 1768 gegeben 
hat, von neuem an s ei nanderzu setzen und sie dabei zu vervoll- 
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atändigen. Die Noten, welche ev diesem Werke beigefügt hat, 
eathalten auch eine sehi* acbarfsinnige und sehr klare Dis- 
cusaion verschiedener anderer algebraischer Fragen. Die Me- 
thode, welche ich befolge, beruht auf ganz anderen Principien. 
Das Wesentliche dieser Methode habe ich in früheren Schriften 
[Sociötö Philomatiqne , Jahi^ang 1820, p. 156 und 181) ge- 
geben^'). Ich werde hier die Gesammtheit der Lehrsätze mit 
allen Beweisen und allen notliwendigen Entwicklungen wieder 
vorbringen. 

Zunächst soll an einige Deünltioneu und an den Inhalt 
mehrerer Fundameutalsätze , deren Beweis sich in allen all- 
gemeinen Werken findet, erinnert werden, leb habe die Kennte 
nis9 dieser Elemente vorausgesetzt und werde nur den Wortlaut 
anfahren, dabei will ich den ßinn, welchen ich den allgemei- 
nen Definitionen und den schon bekannten Sätzen beilege, kenn- 
zeichnen. 

in. Wir betrachten eine algebraische Gleichung folgender 
Form: 

j,™ + «^ a:-"- ' -j- a,3:"' - ' + ■ . ■ + 0^., X + a„ = . 

Der Exponent «i ist ganzzahlig, die Coefficienteno,, «j, ■■■ «^ 
sind gegebene positive oder negative Zahlen. Wir bezeichnen 
die linke Seite dieser Gleichung mit X oder fx. X ist eine 
algebraische und ganze Function von x; sie giebt eine Reihe 
elementarer Operationen an, welche man mit der Variablen x 
ausfuhren soll; die Form dieser Operationen ist vollkommen 
bekannt, ihre Anzahl ist besebränkt. 

Wenn eine Zahl «, die man an Stelle von x in die algebra- 
ische Function fx setzt, Null als Resultat ergiebt, so hcisat 
diese Zahl a eine Wurzel der voi^elegten Gleichung; 13] in 
diesem Fall ist die linke Seite fx durch x — ct ohne Rest 
thellbar. 

Eine Gleichung kann mehrere verschiedene Wurzeln a,ß,y,. . . 
haben, diese Wurzeln entsprechen ehensovielen Factoren ersten 
Grades x — a, x — /(, x — ;', . . . ; die linke Seite fx ist 
durch jeden dieser Factoren und durch ihr Product theilbai'. 

Wenn die Coefficienten a^, «j, a^, . . . a^ der vorgelegten 
Gleichung keine Zahlen sind, sondern Buchstaben a, b, c . . . 
enthalten, welche ihrerseits bekannte Grössen darstellen, sodass 
diese Coefficienten aus einer Summe von Formen wie Ha>'h1 
gebildet werden, so heisst die Gleichung eine Buchstaben- 
gleichung: p, q sind dabei gegebene numerische Exponenten, 
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die positiv oder negativ, gauzzalilig oder gebrocheu sind, und 
die Coefficienten H sind bekannte Zahlen. Die Auflöanug der 
Buchatabeugleichnng besteht darin, für x ein ana Termen der 
rorm H'aP'hl' gebildetes Polynom zu finden, welches, an die 
Steile von x gesetzt, die linke Seite der Gleichung annullirt. 
Seit lange sind Operationen, welche dazn dienen, die Quadrate 
oder Cubikwnrzel oder die Wurzel irgend eines Grades aus 
einer gegebenen Zahl Ä oder einer Buchataben grosse Ä zn 

ziehen, bekannt; das Eesultat wird durch das Radical "|/X 
ausgedruckt. Da die ersten Erfinder der Algebra die Glei- 
chungen zweiten Grades durch Anwendung des Radicals Yä 
lösten, so hat man sich lange bemüht, algebraische Gleiehnngen 
jeden Grades durch einen analogen Proceas, d. h. allein ver- 
möge Operationen, die nnr Wurzelzeichen enthalten, anfzniösen. 
Betrachtet man die Auflösung der Gleichungen unter diesem 
Geaichtapimkt, so würde sie darin bestehen, einer vorgelegten 
Gleichung irgend eines Grades eine begrenzte Anzahl von Ope- 
rationen zuzuordnen , die so geartet sind , dass das Resnltat 
der letzten Operation eine der Wurzeln ist. Dabei wtlrden bei 
den auszuführenden Operationen ausser den elementaren Eech- 
nnngsregeln nur diejenigen, welche dtrch Wurzelzeichen an- 
gegeben sind, in Frage kommen. [14] Einige Autoren haben 
als allgemeine Auflösung der Gleichungen diejenige bezeichnet, 
welche so die Werthe der Wurzeln mittelst einer beschränkten 
Anzahl von Wurzelzeichen ausdrücken wtlrde ; für die Glei- 
chungen zweiten Grades ist dies sehr leicht. 

Man hat auch Formeln dieser Art ftlr Gleichungen dritten 
und vierten Grades gefunden ; aber man hat erkannt , dass 
diese Transformationen nicht geeignet sind, die nnmerischen 
oder Buch Stäben werthe der Wurzeln tbatsächlich zn geben; im 
Gegentheil entfernen sie sich sehr von dem wahren Ziel, nach 
dem man strebt und welches darin besteht, die Werthe der 
Wurzeln in Zahlen oder in einer Folge von Monomen zu 
kennen. Im Verlauf dieses Werkes werden wir zeigen, dass 
man diese Werthe leicht durch specielle Operationen finden 
kann, welche gleichzeitig auf alle Coefficienten auszufflliren 
sind und die nicht eine gewisse Anzahl von Würz elauBziebun gen 
unter einander zn combiniren verlangen. Die Formeln, welche 
ans diesen Combinationen sich ergeben, lassen nicht die ge- 
suchten Wurzeln erkennen. Sind nämlich diese Wurzeln ganze 
oder irrationale Zahlen, so findet man nicht diese Zahlen, 
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sondern sehr verwickelte Aaädrfiirke , in denen man nicht die 
Wertlie der Wurzeln erkennen würde : man kann nnr beweisen, 
dass ilie nnbekannten Werthe diesen entwickelten Ausdrücken 
gleti'h werden: der gesuchte Werth erhält eine besondere Form, 
in der er mehr verborgen ist, als in der Gleichung, die mau 
lösen sollte. Jedesmal wenn eine Gleichung irgend welchen 
üradea mehr als zwei reelle Wurzeln hat. ist man sicher, dasg 
sich alle Wurzeln in der Foiin imaginärer Grössen darbieten, 
und man muss beweisen, dass sie reell sind^*' . Wenn die ge- 
suchte Wurzel ein endliches Polynom, wie «' — i' -J- a' ist, 
BO wird der in Wurzelzeichen gegebene Ausdruck nur dann 
die Wurzeln kennen lehren, wenn die Gleichung vom zweiten 
Grade ist. Stellt man sich die Aufgabe, auf diese Art eine 
Gleichung höheren Grades zu lösen, so heisst dies, im vorans 
willkürlich gewisse Operationen, nämlich das Ansziehen von 
Quadrat-, Cubik-, vierten Wurzeln, n. a. w. feststellen und da^ 
nach fragen, in welcher Reihenfolge man eine begrenzte An- 
zahl dieser Operationen ausführen muss, so dass das Resultat 
der letzten Operation alle Wurzeln ergiebt. Oabei setzt man 
das Unbekannte, nämlich die Katur der Rechnung, welche die 
Wurzeln gebeu soll, voraus. Die Analogie mit dem zweiten 
(irade ist zu unvollständig, um über die Art der Operationen 
dieses Urtheil a priori zu begründen. [15] Ebenso leicht wäre 
es vorauszusehen, dass eine begrenzte Anzahl von Wurzelana- 
ziehungen verschiedener Ordnungen nicht zur wirklichen Kennt- 
nisB der geanehteu Werthe füliren kann; da eine Wnrzelans- 
ziehuug ja nie mehr als zwei verschiedene Werthe in reellen 
Zahlen giebt, so sieht man nicht ein, wie es möglich sein soll, 
durch Ausführung einer begrenzten Zahl dieser Operationen zu 
einer letzten zu kommen, welche eine ungerade Anzahl ver- 
schiedener Werthe ergeben würde. 

Obgleich diese Bemerkung keinen regelrechten Deweis für 
die Unmöglichkeit der Lösung giebt, so genügt sie doch vor 
der I4utzloaigkeit eines Suchens zu warnen, welches in der 
That eine Art Widerspruch darbietet; so ist es auch gekommen, 
dass man keinen reellen Ausdruck für die Wurzeln der Glei- 
chung dritten Grades, wenn die Gleichung mehr als zwei reelle 
Wurzeln besitzt, finden konnte. Hieraus kann man schlieasen, 
dass es ebenso für die allgemeine Gleichung vierten und höheren 
Grades sein wird; denn küunte mau allgemein für diese Glei- 
chungen mehr als zwei reelle Wurzeln finden, so würde die 
den Gleichungeu dritten Grades anhaftende Schwierigkeit nicht 
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bestehen. Es ist offenbar, das», wenn man ■ die Niitnr der 
Operationen von Anfang an yoranBaetzt, nud eine endliehe Aii- 
sahl von ihnen verlangt, mau der Uuteraucijung einen zu spe- 
eieUen Charakter aufdrückt. Wenn die Vollkommenheit der 
algebraischen Analysis eine solche Läsung forderte, so mfisste 
man darauf verzichten, die Wurzeln der Gleichungen zu kennen, 
Txad die gleich von Anfang an so beschränkte Wissenschaft 
würde keinen Fortschritt machen können ; im Folgenden aber 
■werden wir beweisen, dass der Weg dieser Wissenschaft sicherer 
and nn vergleichlich einfacher ist. 

In der That wird mau erkennen, dass man die Wurzeln 
dnrch eine auf ihte Art allgemeine Methode finden kann, 
diese ist keine Combination elementarer Regeln von Wnrzel- 
ausziehungen , sondern sie hängt von einer gleichzeitig auf 
alle Coeffieienteu der vorgelegten Oleichnug angewandten Rech- 
nung ab. Bind die Wurzeln endliche Zahlen, so bricht die 
Operation von selbst ab und giebt diese Zahlen. Sind die 
Wurzeln irrational, so bestimmt man sie an genau wie man 
will, [16J Wenn die Gleichung eine Buchstabengleichung ist, 
deren Wurzeln endliche Polynome sind, so findet man diese 
Polynome unmittelbar, und zwar nicht, wie man es früher in 
der allgemeinen Arithmetik und in anderen Werken in Vor- 
schlag gebracht hat, durch eine Reihe unsicherer Versuche, 
Boudem durch eine regelmässige und leichte <>peTation, deren 
Gang immer derselbe ist. Wenn die Wurzeln nicht durch eine 
endliche Anzahl von Termen ausgedrückt werden können, so 
findet man auccessiv alle Theile der Wurzeln, d. b. Reihen- 
folgen von Monomen, von denen ein jedes, der Reihe nach in 
die linke Seite gesetzt, alle Terme zu Null macht. Die Leetüre 
unseres Werkes wird bezüglich der Wahrheit dieser Resultate 
keinen Zweifel zurücklassen. 

Sind die unbekannten Grössen durch mehrere Gleichungen 
ansgedrückt, giebt man z. B. zwei algebraische Gleichungen zur 
Bestimmung von x und // , welche in jeder der Gleichtmgen 
anftreten, so beraht die Auflösung darin, zwei Werthe x und y 
xa finden, welche, zusammen in jede Gleichung gesetzt, die 
linke Seite annuUiren. Diese Werthe sollen, je nachdem die 
Oleicbungen numerische oder Buchataben gleich nngen sind, in 
Zahlen oder in Folgen von Monomen wie Ha^'W . . . ausge- 
drückt werden ; es handelt sich darum, alle möglichen Systeme 
Ton zwei Werthen a;, y zu finden, welche geeignet sind, die 
vorgelegten Gleichungen zu befriedigen. Dieselbe Frage kann 
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auch für Gleichungen, welche drei oder eine griissere Anzahl 
Unbekannter enthalten, gestellt werden. 

Aus den Eigenschaften der trigonometriBchen Functionen 
hat man anch eine Lösung der Gleichungen der ersten Grade 
hergeleitet; diese ist klarer nud uQtzüchev ala diejenige, welche 
yoD der Comhination von Wurzelzeichen abhängt; den Ursprung 
dieses Prooeases findet man in den Werken Vieta's'-'^). Auf 
diesem Wege aber gelangt man nicht zu einer allgemeinen 
Lösung der Gleichungen. 

IV. In den zwei ersten Bfichem behandeln wir Gleichungen 
mit einer Unbekannten, deren Coefticieuten gegebene Zahlen 
sind. 

Die unbekannten Zahlen a, ß, y, ■ . ., von denen eine jede 
die Eigenschaft hat, die linke Seite der Gleichung X ^^ zn 
annnlliren, heissen reelle Wurzeln der Gleichung. Die Anzahl 
der reellen Wurzeln kann nicht grösser als der Grad ni der 
Gleichung, wohl aber [17] kleiner sein; wenn dies letztere ein- 
tritt, Bo nennt man diese fehlenden Wurzeln imaginär'"], 
so dass die Gesammtzahl der reellen und imaginären Wnrzeln 
einer Gleichung vom Grade m immer gleich j» ist 

Es gieljt Gleichungen , welche keine einzige reelle Wurzel 
haben, weil keine Zahl « esistirt, die die linke Seite A", wenn 
man x durch u ersetzt, zu Null werden läsat oder, was das 
Gleiche ist, weil die Gleichung nicht durch x — a theilbar wird. 
Welches aber auch immer die Coefticienten a,, Oj, c,, - . - «,„ 
der algebraischen Function fx sind , so kann man stets zwei 
positive oder negative Zahlen fi und p finden, so dass die 
Function fx durch den Factor zweiten Grades x' -\- ^x -\- v 
ohne Rest theilbar ist. 

Diesen fnndamentalen Satz hat man schon lange bemerkt 
und dann auch bewiesen. Die Function X kann also immer 
gleich dem Product [x* -]- fix -f- r) . Fx betrachtet werden: 
hier bezeichnet Fx eine andere algebraische Function. 

Hat die Gleichung zweiten Grades a^ -i- /'« + )' = zwei 
reelle Wnrzeln u nnd ß, so dass der Factor x' -{- fix -{- v 
gleich dem Product [x — a) (x — ß) wird, so sind die Zahlen 
a und ß auch reelle Wurzeln der vorgelegten Gleichung X ^ 0. 
Es kann auch eintreten, dass es keine Zahl giebt, welche 
den Factor zweiten Grades x* -j- tix -J- v zu Null macht: 
dieser Fall ist der der imaginären Wurzeln. 

Man betrachtet diese imaginären Wurzeln der Gleichung 
X* -\- fix -\- V ^ als der Gleichung A' = angehörig, 



Die Ant'luBung der beatiniiaten Gleichungen. 15 

ist der Ansdrnck für die imaginären Wurzeln einer alge- 
braischen (rleicbung nichts anderes als ein durch Convention ein- 
geführtea Zeichen bei einem Factor zweiten Grades x^-i-fix + v, 
■welcher die linke Seite dieser Gleichung theilt nnd welcher 
durch keine an die Stelle von x gesetzte Zahl aanuUirt werden 
kann. Diese Erklärung der imaginären Wurzeln und die Be- 
zeichnungen, welche sie ansdröckeii, wurden in einer Zeit, in 
der man noch keine vollständige Kenntniää von der Natur 
der Gleichungen erworben hatte , eingeführt. Ea ist sicher, 
däss man sie durch klarere Ausdrücke ersetzen könnte; aber 
es kätte keinen Vortheil, heute die gebränchlichen Bezeich- 
nungen zu ändern: es ist nur nöthig, geniiu ihren wahren 
Sinn KU kennen, 

[18"; V. Die variable Grösse .r, welche in der algebraischen 
Function fx auftritt, kann man als Abseiase, und den nume- 
rischen Werth der Function als entsprechende Ordinate y be- 
trachten. Setzt man voraus, daas x alle positiven nnd nega- 
tiven Werthe annimmt, und bestimmt man die Form der Cnrve, 
so kennt man die Natur der Function fx, die Schnittpunkte 
der Curve nnd der Ase entsprechen den reellen Wurzeln. 
Setzt man die Werthe von x in die Function fx, um die 
Form der Carve zu bestimmen, so muss mau x snccessiv alle 
seine Werthe beilegen; dies ist nicht ausführbar; aber wu' 
beweisen im Folgenden, daaa man diese Form vollständig 
durch eine sehr begrenzte Anzahl von Substitutionen heatimnieu 
kann. Hierzu betrachtet mau nicht nur die gegebene Function 
fx, aondem auch alle diejenigen, welche ans ihr durch wieder- 
holte Differentiation folgen. 

Wir setzen hier voraua, dass dem Leser die Principien 
nnd der Gebrauch der Differentialrechnung bekannt aind. Man 
kann die Theorie der Gleichnngen nicht vervollständigen, ohne 
sich auf diese Principien zu berufen : die vollatÄndige Lösung 
der numeriachen Gleichungen mnss als eine der wichtigsten 
Anwendungen der Differentialrechnung beti'achtet werden. 
Uebrigeus geben wir in dieser Einleitung ouadrllcklich die 
Sätze, welche von der Infinitesimalanalysis abhängen, und die 
wir im Laufe unserer Untersuchungen anwenden, au. Diese 
Sätze aind in allen allgemeinen Werken bewiesen; die Processe 
dieser Rechnungen aind, wie man bemerken muaa, sehr einfach, 
nnd die Wahrheit ist, wenn mau sie auf die algebraischen 
Functioneu , welche die linken Seiten der Gleichungen bilden, 
anwendet, sozusagen offenkundig. In diesem Werke wenden 
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wir allgemein die Benennnngen und liezeidmungen an, welche 
durchgehen da angenommen sind and fast sämmtlich von den 
ErfiDdern vorgeschlagen wurden. 80 behalten wir das be- 
kannte Zeichen einer unendlich kleinen Grösse, d. h. einer 
vei-änderlichen Grösse, von der man eine unendliche Anzahl 
von Werthen betrachtet nnd welche kleiner als jede gegebene 
Grösse vrird, bei. Wir bezeichnen anch mit ^ eine unendlich 
grosse Grösse, d. h. eine Grösse, welche keinen wirklichen 
bealiminten Werth hat, aondeni variabel ist und unbeschränkt 
wächst, sodass sie grösser als jede gegebene Grösse wird. 

[191 Es seien fx, -,-fx. , ^ , , , , etc. algebraische, 
^ ' ' dx ' dx* ' dx^ ' ° ' 

mit fx, f'x, f"x, etc. bezeiehnete Fnnctionen; jede derselben 
wird aus der voraufgegangenen abgeleitet, indem man das 
Differential bezügUch x nimmt und durch dx dividirt; in diese 
Aufeinanderfolge von Functionen setzt man gewisse Zahlen 
ein; die Vergleichnng der Iteäultate führt, wie wir bald be- 
weisen werden, zur Kenntnbs der Wurzeln der Gleichung 
fx = und zu der der Curven, deren Gleichungen y = fx, 
y ^ f X, y ^ f'x, y ^ f"'^:, etc. sind. Um die Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung zu finden, wflrde es nicht genflgen, 
gewisse Zahlen in die Function fx zu setzen; vielmehr iat ob 
nöthig, auch in den von ihi- abgeleiteten Fnnctionen fx, f"x, 
fx, etc. diese Subatitntionen zu machen. 

Setzt man in einer gegebenen Function an die Stelle von 
X eine Zahl a, so kennt man den entsprechenden Functions- 
werth, welcher dareh die <"lrdinate dargestellt wird; setzt man 

dieselbe Zahl a auch in die Function , oder fx, m be- 

dx ' 

stimmt man einen anderen Charakter derselben Function fx\ 
hieraus erkennt man, ob diese Function, wenn der Werth a 
der Abscisse znnimmt, selbst zu- oder abnimmt, nnd man ge- 
winnt das genaue Maass der virtuellen Zu- oder Abnahme. 
Dieses Maass ist der entsprechende Werth von fa oder der 
Finxion erster Ordnung; in der Figur wird es durch die trigo- 
nometrische Function tangens des Winkels, welchen das Bogen- 
element mit einer zur Abseissenase parallelen Geraden bildet, 
dargestellt. 

Auf dieselbe Art erkennt man, ob, wenn der Werth n von 
X znnimmt, die erste Flusion zu- oder abnimmt, und diese 
Neignng zum Zn- oder Abnehmen ist anch eine messbare 
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Grösse: man bestimmt sie, indem man dieselbe Zahl a iii die 
zweite Flnxion fx setzt. Ebenso verhält es sieh mit den 
Flnxionen jeder Ordanug. 

Die Grüase -j-f^ oder fx ist eigentlich dJe Ureuzf. dea 

Verhältnisses der Zunahme der Function zu der entsprechenden 
Zunahme der Variablen und die Eigen thamlichkeiten der Cnrven 
machen alle Folgen dieser Art sehr bemerkbar. 

[20] Der Werth der Fnnction -5^ oder fx- wird, wenn 

in dem Cnrvenpnnkte , dessen Absciase x ist, die Tangente 
der Abscissenase parallel ist. Null. Hat diese Fanction fx 
einen positiven Werth, so wächst mit wachsender Ahscisse die 
Ordinate y oder fx: die Cnrve steigt an. Wenn aber fx 
einen negativen Werth hat, so nimmt bei wachsendem x die 
Ordinate ab: der Ciirvenzweig ist absteigend. 

Das Vorzeichen des Werthes der Flnsion zweiter Ordnung 

"T-r oder fx lässt erkennen, ob die Cnrve in dem Punkte, 
dx* ' 

dessen Abscisse x ist, concav oder conves ist. Hat diese 
Fnnction fx einen positiven Werth, so ist die Cnrve concav: 
sie kehrt ihre eonvexe Seite dem nnteren Theil der Fläche 
zn. Hat fx einen negativen Werth, ao ist die Cnrve conves: 
sie kehrt ihre eonvexe Seite dem oberen Theil der Fläche 
zn. Ist der Werth der Flusion zweiter Ordnung fx Null, 
so hat die Cnrve in dem Punkte, dessen Abscisse x ist, eine 
InHexion. Dieaer Inflesionspnnkt kamt in besonderen Fällen 
nicht sichtbar aein: allgemein trennt er zwei Bögen, von 
denen der eine conves, der andere concav ist. Alle diese 
Angaben lassen sich sehi' leicht beweisen. 

VI. Der Begriff der Grenzen war eines der hauptsäch- 
lichsten Elemente der griechischen Geometrie; zuerst findet 
man ihn in der Lehre von den Ineommensurablen^'), und 
besonders in dem Theorem, welches dazu dient, die Volumina 
zweier Tetraeder, welche eine gemeinsame Basis und gleiche 
Höhen haben, zu vergleichen. lo der That kann man nicht, 
wie dies für die froher bekannten Theoreme der Fall war, 
die Gleichheit dieaer zwei Volumina durch das wirkliche Auf- 
einanderlegen der Theile beweisen; sondern man mnss hier 
eine unendliche Anzahl von Theilen befrachten''*). Die Neueren 
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haben dann auf diesen Begrifi' der tirenzen ihre Analyse an- 
gewandt; dies ist der Ursprung der InfiniteBimalrechnimg. 

Die Differentialgleichnug drüelit eine Beziehung zwischeu 
den Functionen einer oder mehrerer Variablen und den in 
Bezug auf gewisse dieser Variablen genommenen Fluxioneu 
verschiedener Ordnung ans. [21] Diese Beziehungen gehören, 
wie man erkannt hat, nicht allein der abstracten Wissenschaft 
der Rechnung an: sie bestehen auch in den Eigenschaften der 
Ourven und Oberflächen, bei der Bewegung der festen und 
flüssigen Köjper, bei der Vcrtheilung der Wärme und bei den 
meisten Naturerscheinungen. Die aligemeinsten Gesetze der 
physischen Welt werden durch Differentialgleichungen aus- 
gedrückt. 

VII. Die linke Seite einer algebraischen Gleichung, deren 
tirad 711 eine gerade Zahl ist, kann stets in eine gewisse An- 
zahl Factoren zweiten Grades der Form x^ -\- /tx-^- v, wobei 
(I und r positive oder negative Zahlen sind, zerlegt werden. 
Ist der Grad »i ungerade, bo enthält die Gleichung ausserdem 
einen reellen Factor ersten Grades x — a. Von jeder Gleichnng 
mten Grades nimmt man auch an, sie sei im Besitz von 7n 
reellen oder imaginären Wurzeln: eigentlich fehlen diese letz- 
teren Wurzeln der Gleichung. 

Die Coeffieienten a,, Oj, o, , . . . u^ künnen so sein, dass, 
wenn mau die Curve, deren Gleichung y ^ fx ist, construirt, 
die Anzahl der Sclinittpunkte der Cnrve mit der Abscissenaxe 
gleich m wird. Wenn man aber die Werthe dieser Coeffi- 
eienten verändert, so kann es vorkommen, daas gewisse Schnitte 
punkte verschwinden; sie fehlen in gerader Zahl. Auch die 
Form der Curve kann sich ändern und dieselbe kann mehrere 
ihrer Krümmungen verlieren. Dieser Mangel an Schnitt- 
punkten oder an Krilmmungen verursacht die imaginären 
Wurzeln. Man muss bemerken und im Folgenden werden wir 
es auch ausdrücklich beweisen, dass diese fehlenden oder 
imaginären Wurzeln auch nicht durch die Form der Curve, 
deren Gleichung y ^ fx ist, angezeigt werden können. Oft 
kommt es vor, dass die Schnittpunkte zunächst in einer der 
abgeleiteten Curven, welche y = f'x, y =^ f'x, y := f"x, 
u. 8. w. zur Gleichung haben , verschwinden. Wir werden 
zeigen, dass man leicht die Intervalle, in denen diese Schnitt- 
punkte fehlen, bestimmen bann. 

VIII. Wenn die linke Seite der Gleichung mehrere reelle 
Factoren ersten Grades wie x — a, x — ß, x — y, n. s. w. 
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enthält, so können 2 üder 3 oder eine grössere Anzahl dieser 
Faetoren gleich sein: das ist der Fall der gleichen .Wurzeln. 
[22] Nimmt man an, dass die linke Seite durch {x — a)', 
[x — fiy u. 3. w. theilbai- ist, ao hat die Gleichung zwei 
Wurzeln, welche gleich r, oder drei Wurzeln, welche gleich /f 
sind, trotzdem es nur wii-klich eiue einzige dieser Zahlen giebt, 
welche die Eigenschaft hat, die linke Seite za Null zu machen. 
Die Conatruction würde das Zusammenfallen dieser Wui'zeln 
klar machen. 

Diesen Fall der gleichen Wurzeln kann man leicht unter- 
scheiden und anflögen : man braucht nur die Functionen fx, 
f'x, f'x, u. 8. w. zu vergleichen, um zu erkennen, ob es einen 
oder mehrere Faetoren giebt, die fx und f'x, oder fx^ fx, 
f'x, u. s. w. gemeinsam sind. In dem besonderen Fall, dass 
eine solche liedingnng statt hat, musa man den gemeinsameu 
Factor, den man gefunden hat: und der eine algebraische 
Function vou x ist, besonders betrachten; man muss nur diese 
Function in ihre einfachen Faetoren zerlegen. 

Es genOgt uns hier, diese Theoreme über die Eigen- 
schaften der gleichen Wurzeln auszusprechen. Ihr Beweis ist 
bekannt, imd besonders ist er eine evidente Folge der Diffe- 
rentiationen. 

IX. Wir werden besonders von dem Satz, welcher die 
suecesslve Entwicklung einer algebraischen Function des Binomea 
x-\-h giebt, Gebranch machen; aber man musa zu diesem 
Theorem den Ausdruck des Restes beifügen, welcher die 
Reihe, wenn man sie bei irgend einem Gliede abbricht, ver- 
vollständigt. Der Inhalt dieses Satzes ist zwar nicht so be- 
kannt wie die voraufgegangenen, aber für eine exacte Behand- 
lung der Gleichungen ist er völlig nothwendig: die aufeiuauder- 
fö^ende Entwicklung der Function f (--|-/') wird durch die 
folgenden Gleichungen ausgedrückt: 

f{: + b) = fx + hf',+ j r (^ ■ ■ ■ ^+i} , 
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Die mit der Charakter iätik f bezeichnete Function ist alga; 
braiäch voran Bgesetzt und zwar von derselben Natur wl( 
die im Artikel (III) behandelte Function fx, deren Werflj 
x'" + rt|X"'~'+ ■ - ■ +f*ni l^ntet; 1/ drückt eine bestimmtil 
der Variablen x, zugefllgte Zahl ans. Die mit {i^ ■ ■ ■ x -+- iff 
bezeichnete Grösse druckt eine gewisse unbekannte, zwischeij 
X nnd * + ö gelegene Zahl ans; [23i man muss besondort 
bemerken, dass diese Zahl in den aufeinanderfolgenden Gle« 
chuEgen nicht denselben Werth hat; nur ist sie immer zwische^ 
t und ^+6 gelegen. Der vollständige Werth der Fnnctiod 
f{x + b) wird so gebildet: 1. aus einer gewissen Anzahl VM| 
Gliedern, nämlich einem einzigen für die erste, aus zweie^ 
för die zweite, aus dreien für die dritte Gleichung, u. s. w., 
zu denen 2. noch ein letzter Term, welcher die Reihe vervoll» 
ständigt, kommt; dieser enthjllt eine Function f{m) einer goi 
wissen Grösse ; tn ist dabei die Zahl der Glieder der Edh 
wicklnng; die Grösse, welche in dieser Function f[m) äbj 
Variable auftritt, ist nicht bekannt; für den Gebrauch, welche^ 
wir von diesem Satz machen wollen, ist dies auch nicht nöthig^ 
aber das steht fest, dass diese unbekannte Grösse gi'öaser als 
i und kleiner als x + i ist. Derselbe Satz ersti'eckt sich airf 
alle Functionen, aber hier wird er nur auf die algebraisch«)! 
angewandt. Den Urspmng dieses allgemeinen Satzes findel 
man in den Schriften Joftann BernOidli^&^'-^]: Lagrange'^*] vWj 
dankt man die wichtige Bemerkung, welche den esacten Ant' 
druck für den Rest der Reihe ei^ebt. 

X. Es sei y eine algebraische Function fx\ 
an, dass x einen bestimmten Werth empfangen hat und ; 
diesen Werth nm eine unendlich kleine Grösse dx, d. h. nnj 
eine veränderliche Grösse, die immerfort abnimmt und Null 
zur Grenze hat, vermehrt Der Zuwachs dy der Function ia^ 
selbst variabel, ebenso das Verhältniss dieses Zuwachses d^ 
zu dem Zuwachs dx. Bezeichnet man diese variable Orösaef 
dx, um welche x vermehrt wurde, mit h, so hat das Ver^ 

hllltniss, um welches es sich handelt, -^ — odefi 

j h ^ 

fx -j- -^hf'\x ■ ■ ■ a: + '0 ^t"! Ausdruck. Diese letztere GrÖssOj 

welche mit unendlich klein werdendem h variirt, hat ofl'enbas! 
fx ZOT Grenze: dies drQcken die Mathematiker aus, indem 

1 -~ = fx oder dy = dxfx schreiben. Denselben Sataj 
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drückt man auch aus, indem man sagt, dass f'x das äusserste 
Verhältniss der Zuwächse dy und dx ist oder dass der Werth 
von f(x + dx) gleich fx + dxfx wird. 

Es kann auch sein, dass der bestimmte Werth von x 
derartig ist, dass fx Null wird. In diesem Fall findet man 
den Zuwachs der Function durch die Gleichung: 

[24] fix -{.h) = fx + hf'x + -g f"x + - - f"'ix.-.x + h); 

da der Term hf'x Null wird, so hat man: 

fi, + n)-fx _i^..^_^^_^,.,^^-^^, 

die Grenze der rechten Seite ist offenbar ^f'x. Dies drückt 
man durch die Gleichung: 

f{x + dx) == /"ic + ö d^^f'^ 

aus. Das äusserste Verhältniss des Zuwachses y zu dem 
Quadi-ate des Zuwachses von x ist in diesem Falle eine end- 
liche Grösse, die gleich ^f'x ist. Dieselben Folgerungen 

können auf den Fall angewandt werden, wo die Substitution 
des dem x beigelegten Werthes mehrere aufeinanderfolgende 
Functionen zum Verschwinden bringen würde. 

Nachdem ich an diese Principien erinnert habe, soll eine 
der hauptsächlichsten Fragen aus der Gleichungstheorie, näm- 
lich diejenige, welche die Bestimmung der Grenzen für alle 
Wurzeln zum Gegenstand hat, behandelt werden. 



■^■^ f^ f^ -^ ^ ^ -»y %y "^"^ 



25] Synoptische Anseinandersetznng der in diesem Werke 
bewiest-nen Resultate. 

I. Das erste Buch behandelt eine allgemeine Methode, 
welche zwei Grenzen für jede reelle Wurzel zu finden und die 
imaginären Wurzeln zu nnteracheiden lehrt. Um die algebra- 
ische Gleichung mten Grades : 

X= a^x'^ + a^x'"'-^ -\- a^x"^-^ -\- ■ ■ ■ 
+ «M-i'c*-}-»mar-f-a,„+, = 0, 

bei welcher die Coeffieienten a^, a^, a^, u. s. w. bekannt« 
Zahlen Bind, zd lösen, betrachtet man sogleich alle Functionen, 
welche aus der linken Seite -Y durch auccessive Differentia- 
tionen abgeleitet sind. Wir bezeichnen diese Functionen, 
welche wir in umgekehrter Auordnnng schreiben, wie folgt: 

A'C"), A'C"-'), A'^-"-*), . . . A"", A", A", A. 

Ertheilt man der Variablen w einen vorgegebenen Werth a, 

welcher aucoeBSiv von a ^ — -- bis « ^-- wächst, nnd 

schreibt das Vorzeichen des Reanltates jeder Substitution hin, 
so bildet man eine Keihe von Vorzeichen, welche der einge- 
setzten Zahl a entsprechen. In dieser Vorzeichenreihe, welche 
wir mit [«) bezeichnen, beachte man, wie vielmal es vorkommt, 
dass einem Vorzeichen ein gleiches nnd wie vielmal einem Vor- 
zeichen ein verschiedenes Vorzeichen folgt, diese letztere Auf- 
einanderfolge von Vorzeichen nennt man Vorzeiebenwechsel, 
nnd zttble, wie viele Male die Reihe (a) Zeichen Wechsel entr 
hält. [26] l'ässt man nun die Zahl a allmählich unmerklich 
wachsen, so behält die Vorzeichenreihe (a) nicht Immer die 
Anzahl der Vorzeiebenwechsel, welche sie nrspiUnglich hatte 
nnd die wir mit j bezeichnen, bei; sie war zuerst gleich m, 
sie wird zuletzt Nnll. Man beweist, dass sie nnr in dem 
Maasse, wie a zunimmt, abnehmen kann. 

Die Anzahl j der Vorzeichenwechsel der Reihe {a) ändert 
sich nnr, wenn es sich ereignet, dass die eingesetzte Zahl a 
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eine der »bgeleitafen Functiouen zum Verschwinden bringt; 
in diesem Falle kann es eintreten, dasa die Anzahl der Vor- 
zeichen Wechsel, welche einem unendlich wenig grösseren Werthe 
als a entspricht, von der Anzahl der Voraeichenwechsel, welche 
einem unendlich wenig kleineren Werthe ah a entspricht, ver- 
schieden ist. Bei dieacm Durchgang von einem ersten Werthe 
des a zn einem unendlich wenig verschiedenen zweiten Werthe 
ist es möglich, dass die Beihe der Vorzeichen eine gewisse 
Anzahl von Vorzeichen wechseln verliert. Es ist auch möglich, 
dasB die Anzahl der Vorzeichenwechsel, welche dem ersten 
Werthe des u entspricht, dieselbe wie die Anzahl der Vor- 
zeichen Wechsel, welche dem zweiten Werthe des u entspricht, 
bleibt. Wir betrachten nicht das, was eintritt, wenn die Reibe 
alle Vorzeichen Wechsel, welche sie ursprönglioh hatte, beibehält, 
sondern nur das, was statt hat, wenn die Reihe eine gewisse 
Anzahl von Vorzeichen wechseln verliert. Hier bieten sich nun 
zwei total verschiedene Fälle dar: der erste, wenn in der 
Reihe («), die eine gewisse Anzahl ihrer Vorzeich enwechse! 
verliert, die letzte Function A" Null wird; der zweite, wenn 
die Reihe (a) einige ihrer Vorzeichenwochsel verliert, ohne 
dass die letzte Function -Y Null wird. Der erste Fall bezieht 
sich auf die Anzahl der reellen, der zweite auf die Anzahl der 
imaginären Wurzeln. Die Öleiehnng X ^ hat ebensoviele 
reelle Wurzeln, wie die Reihe Vorzeichenwechsel verliert, wenn 
X Null wird, und diese Gleichung hat ebensoviele imaginSre 
Wurzeln, als die Vorzeiohenreihe Wechsel verliert, ohne dass 
X Null wird. Dieses Theorem ist allgemein gültig und keiner 
Ausnahme unterworfen; wir geben sofort die zwei Ilanpt- 
anwendungen, die es liefert, an : 

1. Es ist leicht zn erkennen, wieviel Wurzeln man in einem 
gegebenen Intervall suchen mnss. Will man wissen, wie viele 
Wurzeln die Gleiuhui^ A' = zwischen zwei mit o und b be- 
zeichneten Grenzen haben kann, so snbstituii'e mau die kleinere 
Grenze a in die voUstündige Reihe von Functionen, und setze 
ebenso die grössere Grenze b in dieselbe Reihe ein, damit 
maji die Anzahl der Vorzeichen Wechsel der Reihe {a} mit der 
Anzahl der Vorzeichen Wechsel der Reibe (6) vergleichen kuun. 
[87] Sind diese zwei Zahlen von Vorzeichen wechseln gleich, 
so kann die vorgelegte Gleichung A =; sicher keine Wurzel 
zwischen a und b besitzen; es ist unmöglich, dass irgend eine 
Zahl, die grösser als a und kleiner als b ist, X annullire. 

(A.) Überschreitet die Anzahl der Vorzeichen Wechsel der 
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Reihe (a) diejenige der Vorzeichenweohsel der Reilie (b) und 
ist die Differenz i, so muaa man zwischen a und b eine An- 
zahl i von Wurzeln suchen. Es ist nnmöglich, dass in diesem 
Intervall eine Anzahl von Wurzeln, die grösser als i ist, liege; 
ea kann aber anch weniger geben; diejenigen, welche fehlen, 
sind in gerader Zahl vorhanden. 

Die von Desem-tes gegebene Regel, welche die Anzahl der 
positiven oder die Anzahl der negativen Wnrzeln, die eine 
Gleichung besitzen kann, angiebt, ist ein Corollar zn dem vor- 
aufgehenden Theorem fAJ; ea genügt, und 1/0 als Grenzen 
a und h ftlr die Wurzeln, um die es sich handelt, zn nehmen. 
Wenn zwei der Wurzeln, von denen daa allgemeine Theorem 
(A) anzeigt, dass sie zwischen zwei gegebenen Grenzen ge- 
sucht werden sollen, in diesem Intervalle nicht esistiren, ao 
gehen sie in der vorgelegten Gleichung ^'^=0 verloren^*), 
d. h. sie entsprechen zwei imaginären Wnrzeln dieser Gleichung. 
Tritt auch fflr ein anderes, von a und b verschiedenes Inter- 
vall a und b' ein, dass zwei der Wurzeln, von welchen das 
Theorem anzeigt, daas sie zwischen a und b' gesucht werden 
sollen, sich nicht in diesem Intervall befinden, so gehen auch 
diese zwei Wurzeln in der Gleichung ..Y = verloren ; sie 
entsprechen zwei anderen imaginären Wurzeln der Gleichung 
X ^ 0. Allgemein sind die imaginären Wurzeln der Gleichung 
A' := diejenigen, welche in gewissen Intervallen, wo das 
Theorem anktlndigt, dass sie gesucht werden aollen, verloren 
gehen. Wir sagten, dass die vorgelegte Gleichung X = in 
einem Intervall keine Wurzel haben kann, falls die Substitution 
der zwei Grenzen a und b fdr die zwei Vorzeichenreihen (a) 
und (6) dieselbe Anzahl von Vorzeichen wechseln ergiebt. Hier- 
aus folgt, dass eine Auflöaungamethode, welche nicht die Inter- 
valle, in denen die Wurzeln gesucht werden müssen, angiebt, 
aehr mangelhaft ist; [28] denn die Intervalle, in denen die 
Existenz von Wnrzeln unmöglich ist, sind weit ausgedehnter, 
als die Intervalle, in denen sich die Wurzeln finden können. 
Aus diesem Grunde soll man nicht von derjenigen Methode 
Gebrauch machen, welche darin besteht, der Reihe nach Zahlen 
J, 2J, %J , 4J/, u, B. w., deren Differenz kleiner als die 
kleinste Differenz zwischen zwei Wurzeln ist, einzusetzen'*); 
denn mau kann so Aber sehr grosse Intervalle, in denen man 
Wurzeln sucht, opeiireu, obgleich es von vornherein klar zn 
erkennen ist, dass es dort keine geben kann. Man darf zur 
Aufsuchung der Wnrzeln nur die massigen Intervalle, in denen 
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das Theorem (A) anzeigt, dass es dort Wurzeln geben kann, 
verwerthen. 

II. Zerlegt man, um die zwlsclien zwei gegebenen Zahlen 
a und h gelegenen Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu 
finden, diesea Intervall in Theile und substituirt zwischenlie- 
gende Zahlen, so wird man die Intervalle, in denen man die 
Wurzeln suchen muss, vermindern können; aber durch diese 
Substitutionen allein würde es nicht gelingen, die Natnr der 
Wurzeln mit Sicherheit zu erkennen. Mit dem voraufgehenden 
Theorem (A) ist noch eine zweite Regel zu verbinden; sie lässt 
mit Sieherheit erkennen, ob die Wurzeln, welche man in einem 
gegebenen Intervall sucht, reell sind oder ob sie durch eine 
gleiche Anzahl imaginärer Wurzeln der Gleichung X = er- 
setzt werden. 

Gehen die zwei Wurzeln, welche nach dem Theorem {A) 
zwischen zwei gegebenen Grenzen gesucht werden sollen, in 
diesem Intervall verloren, so kommt dies daher, dass, wenn 
man eine gewisse, zwischen diesen zwei Grenzen gelegene Zahl 
a zugleich in drei aufeinanderfolgende, abgeleitete Functionen 
einsetzt, dieselbe die mittlere Function annuUiii: und für die 
zwei anderen Functionen Resultate von demselben Vorzeichen 
ergiebt. Dies ist der allgemeine Charakter der imaginären 
Wurzeln, dass die Vorzeichenreihe in diesem Falle zwei Vor- 
zeiche nwechael verliert. Verschwindet die zwischenliegende 
Function, so ist diese Zahl « ein kritischer Werth^^), wel- 
cher einem Paare imaginärer Wurzeln entspricht. 

Bezeichnet man die drei aufeinanderfolgenden Functionen, 
um die es sich handelt, mit f('''*'^^x), ß"^x}, f^"~'^x], so 
esistirt in diesem Falle ein gewisser, zwischen a und b ge- 
legener Werth ß, dessen Substitution /^"3 {x] annullirt und für 
y^s'i+i)j2;) un3 ^(»— i)[ar) zwei Resultate, die gleiche Vorzeichen 
haben, ergiebt. 

[29] Sobald das Theorem angiebt, dass man zwischen den 
Grenzen a und b zwei Wurzeln suchen muss, bleibt die Natur 
dieser Wurzeln unsicher; sie können alle beide reell oder alle 
beide imaginär sein. Zur Lösung dieser Zweideutigkeit, welche 
nicht nur als eine der hauptsächlichsten, sondern auch als eine 
der schwierigsten Fragen der algebraischen Änalysis angesehen 
werden muss, muss man nicht auf die Berechnung einer Glei- 
chung, deren Wurzeln die kleinste mögliche Differenz zweier 
aufeinanderfolgender Wurzeln kennen lehi'en, zurückgehen; 
denn diese Berechnung ist nur für Gleichungen wenig hohen 
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Grades praktisch; selbst wenn man den Process, der ein boI- | 
ches Resultat ergiebt, vervollkomiDnen würde, würde die za i 
grosse Anzahl von Substitutionen eine allzn eomplieirte Rech- 
nung erfordern. Wir werden die Eegel, weiche in dieseim ■ 
Falle die Natur der Wurzeln zu unterscheiden gestattet, an- 
geben; verbindet man sie mit dem Theorem (A), ao vervolt- 
ständigt sie die Methode der Auflösung ; bevor wir aber dieae 
Regel mittheilen, wollen wir gewisse allgemeine Folgening«a 
ans den voraufgehenden äätzen angeben. 

Man sieht, dass es von a: ^ — bis x ^ -^- drei Arten, 

von Intervallen giebt. Die einen von nnendlieher Grösse sind.! 
derartig, dasa es gann nnnöthig sein wörde, dort Wurzeln deri 
tlleichung X^O zu suchen: man erkennt nnmittelbar, dssB--] 
ea dort keine geben kaon. Die zwei anderen Arten sind:| 
1. diejenigen, in denen sich thatsächlich reelle Wnraeln b&- , 
finden; 2. diejenigen, in denen die Wurzeln verloren gehen. 
Diese fehlenden Wurzeln entsprechen den im^nären Wurzeln. 
Für jedes Paar imaginärer Wurzeln existiri ein reeller Werth , 
der Vai-iablen j', sodass, wenn x gleich diesem Werthe wird, 
die Vorzeichenreihe sogleich zwei Vorzeichenwechael verlier^ 
ohne dass X Null wird. Die Anzahl der Paare imaginärer 
Wurzeln ist nothwendig gleich der Anzahl dieser kritischen 
Werthe. Ans diesem allgemeinen Satz schlieast man den von 
fk Gua de Malves^"}, welcher die hei algebraischen Gleichnngen 
mit lauter reellen Wurzeln eintretenden Bedingnngen aiisditlekt; , 
Wir haben oben bemerkt, dass der Charakter der kritischen ■ 
Werthe darin besteht, eine zwischenliegende abgeleitete Fnn&- 
tion zu annulliren und dabei der voraufgehenden nnd folgenden 
Function dasselbe Vorzeichen zu geben. [30] Diese Bedii^^g 
ist nicht nur auf die ursprüngliche Function A' anwendbar. < 
Tritt sie fllr eine der abgeleiteten Functionen irgend welcher ' 
Ordnung XW ein, d. h. ergiebt der reelle Werth von x, welcher 
diese Function XW annullirt, ffir die voranfgehende Fuiictätm , 
^{"+0 nnd die folgende, nämlich A'C""'), zwei Resultate de** | 
selben Vorzeichens, so ktlndigt dieae Eigenschaft, zwei injaginkre ^ 
Wurzeln der Gleichung Xt™"') ^ 0, deren linke Seite eine 
zwischenliegende Function ist, au. Man schlieast mit Sicherhdt, < 
daas die urspritD gliche Gleichung A' =^ auch in demselben ' 
Intervalle a bis b zwei Worzeln verliert. Aus dieser Bemer^ ■ 
knng erkennt man, dass die imaginSren Wurzeln der Gleichung 
.T= nicht sämmtlich von derselben Gattung sind; die eines 
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gehen in der ursprflngliclien Gleichung, die anderen in den 
abgeleiteten Gleichungen, welchei aus ihr durch Differentiation 
folgen, verloren. Im übrigen ist die Form aller dieaer Wur- 
zeln, welcher Gattung sie auch seien, immer diejenige des Bi- 
noma u -t-/?!/ — 1 , d. h. zwei dieser eonjugirten Wurzeln ent- 
sprechen einem Factor zweiten Grades, dessen zwei Coeftieienten 
reell sind. 

Die imaginÄren Wurzeln, welche in der urspr II »glichen 
Gleichung X=0 verloren gehen, sind dm'ch die Figur der 
Gurre, deren Gleichung ij := X ist, angezeigt; jedes Paar ima- 
ginärer WnrKeln entspricht einer Grdinate, deren Werth, ab- 
gesehen vom Vorzeichen, ein Minimnm ist. Mit den imaginären 
Wurzeln, welche in den abgeleiteten Gleichungen verloren 
gehen, verhält es sich nicht ebenso; ihre Form wird nicht auf 
dieselbe Art durch die Figur der Cnrve, deren Gleichung y = X 
ist, angezeigt; stellt man sich aber vor, daas alle CniTen, 
welche den abgeleiteten Functionen aller Ordnungen entapre- 
chen, gezeichnet seien, so werden alle imaginären Wurzeln der 
Gleichung X = ersichtlich; jedes Paar dieaer Wurzeln wird 
einem absoluten Minimnm bei einer Curve, deren Ordinate der 
Werth einer abgeleiteten Funetio'n ist, entsprechen. 

III, Es bleibt noch tibrig, die Regel, welche wir auch schon 
frllher zur Unterscheidung der imaginären Wurzeln gegeben 
haben ■'") und welche diese Frage vollkommen löst, anseiuander- 
znaetzen. 

[31] (B) Die Anwendung des Theorems f A) möge nns lehren, 
dass man zwischen den Grenzen a und h eine gewisse Anzahl 
j von Wurzeln snchen muss; es handelt sich darum, zu er- 
kennen, welche unter den so angezeigten Wurzeln in der 
That eiistireu und welche, da sie ebenso vieleu imaginären 
Wurzeln der vorgelegten üleichnng entsprechen, sich nicht in 
diesem Intervall befinden können; die ganze Zahl j' ist immer 
nach Vorauasetznng grösser als 0. Man mnss bemerken, dass 
das allgemeine Theorem (A) nicht allein auf die nrsprtingliche 
Gleichung ^ = anwendbar ist, es kändigt vielmehr auch 
an, wie viele Wnrzeln die abgeleitete Gleichung A" = in 
einem gegebenen Intervalle besitzen kann; ebenso verhält es 
sich mit den abgeleiteten Gleichungen der folgenden Ord- 
nungen, nämlich X" = 0, A"" = 0, X^" = 0, u. s. w. ; 
durch Anwendung des Theorems erkennt man sofort, wieviele 
Werthe von x, welche diese verschiedenen Functionen zu 
annulliren geeignet sind, man in einem gegebenen Intervalle 
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Buchen mnaa. Wir wollen annehmen, dasa mau in der ganzen 
Reihe der abgeleiteten Functionen A"^Wi/^"~'^l^)i /'^"~'^Wi ■-■ 
f"[x), f'(x], f{x) unter jede dieser Functionen eine Zahl i 
schreibt; dieae giebt an, wieviele Wurzeln die Gleichung, deren 
linke Seite dieae Function ist, in dem Intervalle der zwei 
Grenzen a nnd /) haben kann. Die mit t bezeichneten Zahlen 
zeigen an, wieviele Wurzeln der entsprechenden Gleichang 
man in dem gegebenen Intervalle snchen müaate, wenn man 
dieae Gleichungen zu lösen beabsichtigen würde. Die ent- 
sprechenden Zahlen, welche wir Indices nennen, können 
sofort, wenn man nur die ganze Reibe der abgeleiteten 
Functionen ansieht, hingeschrieben werden. 

Dies vorausgesetzt, suche man, iudem man die ganze Reihe 
von rechts nach links diirobläuft, die erste Function, deren 
Index den Werth 1 hat, und mache bei dieser Function, die 
wir mit f^'^^x) bezeichnen, halt. Der voraufgehende, rechts 
von diesem stehende Indes wird, wie wir zeigen, inuner 2 
sein. Dann wird man sehen, ob der folgende, links von 
f^'''>(x) stehende Indes ist. Wenn dies nicht der Fall iat, 
80 musB man das Intervall a, h der Grenzen durch Einsetzung 
einer zwiächeniiegeuden Zahl a für x in zwei Theile zer- 
legen. So wird man das Intervall a, b durch zwei andere 
a, u und B, h ei'setzen nnd dann die voraufgehende Regel 
zur Aufsuchung der Wurzeln in diesen zwei Intervallen ver- 
werthen. Operirt man derartig, so wird man immer nnd zwar 
sehr rasch zu dem oben erwähnten Falle gelangen, d. h. bei 
dem neuen Zuataud der vollständigen Reihe der Vorzeichen 
wird, indem man von rechts nach linka vorgeht, der ersten 
Function, welche den Index 1 hat, der Index links voraof- 
gehen, 

[32] Bezeichnet man die Fnnction, für welche diese Be- 
dingung erfüllt iat, mit /■fJfa;), so wii'd man die drei aufein- 
anderfolgenden Functionen /t'^'^fx), f^''^[x), f(''~^>{x), deren 
Indices bezüglich 0, 1, 2 sied, betrachten. Man sclueibt die 

Grösse — — r/j^r, ;- hin nnd kennt, wenn man x gleich der 

kleinstflu Grenze a macht, den Werth des Quotienten j^^^r , ; 

ist dieser Quotient nicht kleiner als die Difl'erenz h — a der 
zwei Grenzen, so iat mau sicher, daas die zwei Wm-zelu, welche 
man zwischen a und h auchte , in dem lutervalle verloren 
gehen; dieaelben entsprechen daher einem Paare imaginärer 
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Wurzeln der uraprilnglichen Gleichung -V ^ 0. In dieaem 
Falle wird man von jedem der Glieder der lieihe der Indicea, 
die rechts von f-'^~'^x} stehen, dies eingeächlossen, bis zu dem 
letzten Gliede A', dieses auch eingeschlosaen, zwei Einheiten 
subtrahiren. Für die links von f^''~'^x] stehenden Glieder 
wird man die vorher gefundenen Indicea beibehalten und 
hiermit eine neue Reihe von Indiees für dasselbe Intenall der 
zwei Grenzen a und li erlangen. Mau wird dann die Auf- 
suchung der Wnrzeln so fortsetzen, als wenn die neue Reihe 
der Indices diejenige wÄre, welche man ursprünglich gefunden 
hatte. Durch diese Prüfung der Werthe der Quotienten gelangt 
man schnell uud ohne irgend welche Dnsicherheit zur Trennung 
aller Wurzeln. 

Die aingnlären Fälle, bei denen die DifferenHalfunctionen 
gemeinsame Factoren haben, lösen sich vermöge der bekannten 
Theoreme tiber die gleichen Wurzeln leicht auf. 

Anstatt die Grenze a in den Ausdi-uck . . ,' zu 

setzen, kann man die grösste Grenze h einsetzen und den 
/('■-0(i) 

Quotienten -| , , / mit der Differenz b — a vergleichen, 

/•■ 'W 
Ist dieser Quotient nicht kleiner als h — a, so ist man sicher, 
dass in dem Intervalle zwei Wurzeln verloren gehen. Endlich 
wltrdc man denselben Schluaa ziehen, wenn die Summe der 

zwei Quotienten — —7-^ — - -\ n— ^ nicht kleiner als 

/<'>(») /■<''(*) 

h — a wäre. So ist man jedesmal, wenn die Differenz Ij — a 
der zwei Grenzen nicht grösser [33] als die Summe der zwei 
Quotienten ist, sicher, dasa die zwei Wnrzeln, welche man 
zwischen a. und b anchen aoUte, in diesem Intervalle verloren 
gehen, und dass sie folglich zwei imaginären Wurzeln der 
Gleichung X ^= entaprechen. Wenn hingegen die Summe 
der zwei Quotienten kleiner ala die Differenz b — a ist, so 
ktlndigt dies an: die Grenzen a und b liegen nicht nahe genug 
hei einander, dass man die Natur der Wurzeln durch eine 
einzige Operation erkennen kann. Man wird dann in das 
Intei'vall von a und b eine zwiachenl legen de Zahl a einsetzen, 
und zwei lutervaUe o, a und a, Ö bilden; das Theorem (A) 
wird sofort dasjenige dieser Intervalle, in welchem man die 
zwei Wnrzeln suchen musa, angeben. Man wird die Anwen- 
dung der gegenwärtigen Regel fortsetzen, und es ist unmöglich. 
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dass man durch Fortführang dieser PrOfus^ nicht daza ge- 
lange, die Natur der Wnrzehi zu unteracheiden. 

IV. Die aoeban anagesprochenen Sätae sind Gegenstand 
des ersten Buches; aie werden dort mit allen Entwickinngen, 
welche zu einem elementaren Studium erforderlich sind, be- 
wiesen. Das Theorem (A) nnd die Regel, welche wir zur 
Unteracheidnng der imaginären Wurzeln angegeben haben, 
führen schnell und mit Sicherheit dazu, die Wurzeln zu trennen. 
Die mehrfache Anwendung dieser Regel fB) zeigt, wie leicht 
dieselbe zu gebrauchen ist. Dieser Vortheil entstammt daher, 
daaa man auf eine specielle Art für jedes der Intervalle, in 
dem man Wurzeln sucht, operirt ; man betrachtet daa für dieaes 
Intervall Eigenthümliche gesondert und führt dabei nur die- 
jenigen Rechnungen, welche absolut notbwendig sind, um die 
Natur der zu suchenden Wurzeln zu heurtheilen , aus. Im 
Allgemeinen erfordert die Anwendung der Regel (B) wenig 
Rechnung; die erste oder die zweite Operation gentigt, um 
die Natur der Wurzeln zu erkennen; dennoch kann es beson- 
dere Fälle geben, hei denen die Untersuchung nicht ao rasch 
endet. Dies tritt dann ein, wenn die Differeuj; der zwei 
reellen Wurzeln ausserordentlich klein ist, oder, wenn der 
dem absoluten Minimum entaprechende Punkt der Axe der x 
sehr nahe liegt. [34] Man muaa hieran bemerken: 1, dass der 
Fall der gleichen Wurzeln, wie wir schon oben sagten, sehr 
leicht zu unteracheiden ist, 2. dass hingegen die Unteranchnug 
der Wurzeln in dem Intervall a bis h eine dnrcli nichts zn 
ersetzende aufmerksame Prüfung erfordert, falla in diesem 
Intervall die Curve, deren Ordinate den Functionswerth dar- 
stellt, sich der x-Ktl^ entweder schneidend oder nicht sclmei- 
dand ausserordentlich nähert. Der Vortheil der Regel nnd 
ihre wesentliche Eigenthümlichkeit bestehen darin, dass sie 
nur nnvermeidliche Rechnungen verlangt; besonders gestattet 
sie, wenn sie dem Intervall angepasst wird, die Natur der 
Wurzeln in den anderen Intervallen , in denen zwei aufein- 
anderfolgende Wurzeln nicht sehr wenig verschieden sind, ifHa 
schnell zu erkennen. Würde man hingegen die Unterscheidong 
der Wurzeln von der Bereehnnng der kleinsten möglichen 
Differenz zweier aufeinanderfolgender Wurzeln abhängig machen, 
ao würde die T.'ntei-aucbung in diesem Falle aehr lange nnd 
Übei-flüBsige Operationen erfordern. In allen möglichen FSllen 
gelingt es, durch die Anwendung des Theorems (Al und d« 
Regel (B) die reellen Wurzeln völlig zu trennen; jede der- 
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selben und et sieb in ein bestimmtes Intervall eingeordnet, 
und man iet sieber, dass in demselben keine andere Wui-zel 
gelegen sein kann. Eg bandelt sich dann, auf eine möglichst 
direete Art zur Berechnung jeder reellen Wurzel vorKU- 
gehen und die Convergenz der Annäherung esact abznschätzen ; 
diese zwei Fragen werden im zweiten Baude behandelt. 

V. Die von uns als linear bezeichnete Aimäherung folgt 
ans der Nev'loit'etAen Methode, nachdem man allen speciellen 
Bedingungen, welche dieaelbe sicher stellen und ihren Ge- 
branoh regeln, genügt hat. Die Construetionen machen diese 
ÖÄtze sehr klar. Wenn die drei letjrten Indices die Zahlen 
Ü. 0, 1 geworden sind, — diese Bedingung kann man immer 
leicht horbeifilhi'en — geht mnn zu der Annäherang ober. 
Es handelte sicli dann darum, jede überHilasige Operation 
bei der Berechnnng der Wurzeln zu vermeiden. Zu diesem 
Zweck war es nOthig, die elementare Regel der Division der 
Zahlen zu vervollkommnen. Man musa die Rechnnng derartig 
anordnen, dass die Zifl'ern des Divisors nui' snccessiv und auch 
nur dann eingeffltu't werden, falls sie dazu beitragen sollen, 
neue exacte Ziffern des Quotienten kennen zu lehren. Wir 
haben dies'e neue arithmetische Regel gegeben : sie ist von 
deijenigen von Ougktred'-"] verschieden; diese würde nicht 
für unsere Frage genügt haben. Dieselbe Regel der geord- 
neten Diiision kann dazu dienen, die Gleichung zweiten Grades 
unmittelbar aniznlösen; man konnte sie sogar zur Anflüanng 
der Gleichungen höheren Grades verwenden. 

[35] VI. Es bleibt uns noch flbrig, genau die Convergenz 
der AnnäheruDg zu messen. Die Differentialrechnung lehrt 
den Charakter dieser linearen Annäherung kennen ; sie drtlckt 
das Gesetz, nach dem die Anzahl der sicheren Ziffern bei jeder 
neuen Operation wächst, ans. Der Fehler, den man begehen 
kann, oder die Differenz zwischen dem exacten und dem an- 
genäherten Werthe für die Wurzel nimmt rasch ah. Jede neue 
Annäherung verdoppelt die Anzahl der bekannten Ziffern oder 
genauer fügt zn den schon bestimmten Ziffern eine gleiche 
Anzahl sicherer Ziffern vennehrt oder vermindert um eine con- 
stante Zahl hinzu. Der Bruch, welcher den einer sicheren Ope- 
ration entsprechenden Fehler ausdruckt, nimmt immer mehr ab; 
er ist das Product aus dem Qnadi'at des unmittelbar vorauf- 
gehenden Fehlers in einen unveränderlichen und gegebenen Factor. 

Die lineare Annäherung wird durch ein System aufein- 
anderfolgender Tangenten dargestellt. 
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Die AnnäheruDg zweiter Ürdnung ist diejenige, welche ans 
der BerüiiruDg voa Parabeibögen atammt ; sie hat einen eigen- 
thUmlichen Charakter, welchen die voraufigehende Analyse auch 
kennen lehrt. Die Convergenz ist viel rascher; der einer 
Operation entsprechende Fehler ist das Prodiict aus einem 
eonatanten Factor in den Cubna des voranfgehenden Fehler». 
Diesen Satz beweist man für die Annäherung zweiter Ordnung 
ziemlich leicht; aber dieselbe Betrachtnng würde man nicht 
anf die Annäherungen aller Ordnungen ausdehnen können, 
denn man mflsste Gleichungen höheren Grades durch Formeln, 
welche der Cardani'aciien analog sind, lösen können. Da ich 
den Grad der Convergenz der Annäherungen der verschiedenen 
Ordnungen und den Factor, welcher ihnen eigenthäniKcli ist, 
genau zn kennen wünschte, habe ich fllr diese Untersuchung 
ein ganz verschiedenes Verfahren angewandt, welches nicht 
die Auflösung in Wiirzelfunctionen erfordert. Ich bestimmte 
durch die R^el, welche die des analytischen Parallelogi'ammB 
genannt wird, die ersten Glieder der Wnrzeln der Buchataben- 
gleichungen. Von diesen Gleichungen haben wir zwar nur im 
vierten Buche gehandelt, aber ich wandte im voraus auf diese 
hier vorliegende Frage die dort bewiesenen Regeln an: durch 
^eses Mittel findet man das genaue Maass für die Gonvei^ena 
der Annäherungen, welche von der Berfihrung aller Ordnungen 
abhängen. Das liesultat ist sehr einfach und drückt sich, wie 
folgt, vollständig aus: [36] der jeder der aufeinander folgenden 
Operationen entsprechende Fehler nimmt wie die Potensea 
eines sehr kleinen Bruches ab; er ist für die Anuähemog 
irgend einer Ordnung ( gleich dem Prodnct der i + Iten 
Potenz des voraufgeheuden Fehlers in einen Constanten Factor. 
— If^' + 'Hj-) 

Dieser Factor ist - — ; dabei bezeichnet 

1- d- 6-i • - - {i-\-lj I [x] 
X einen gewissen Werth, welcher immer derselbe bleibt; die 
Function f'{x] im Nenner ist immer die erste Fluxion der 
Variablen , j -j- 1 bedeutet die Ordnung der Differentiation. 
Uebrigens betrachten wir diese Frage hier nur in theoretischer 
Beziehung, damit bei der Prüfung der algebraischen Annähe- 
rungen nichts Unbekanntes llbrig bleibe. Vergleicht man die 
Processe, welche alle gleich exact sind, unter einander, und 
fragt nach dem einfachsten und leichtesten Process, den 
man in der Praxis wählen muss, so ist es hier die lineare 
Annäherung, wie wir sie oben auseinandergesetzt haben. 

VII. .\nch die Frage über die sichere Unterscheidniig der 
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imaginSren Wuraeln haben wir nntcr verschiedenen Gesichts- 
punkten betrachtet; diese ünterancliung ist in der Theorie der 
Ciieichnngen ein Hauptpunkt, den man nicht eingehend genug 
aufklären kann. Znerst besteht die ganze Schwierigkeit in der 
Vorzeichenbestimmnng des ResoltateB, das man erhält, wenn 
man in eine gegebene Fanction einen nicht exact bekannten, 
sondern nur sehr angenäherten. Werth einer Wurzel a einsetzt, 
die eine gegebene Function y (ar) auf Null reducirt. Ist diese 
Function nicht die Fluxion erster Ordnung f'x, so wird man 
das Vorzeichen durch die früher bewiesenen Principien erkennen; 
derselbe Satz lässt sich auch auf Functionen einer beliebigen 
Anzahl von Variablen anwenden. Aber in dem singulären 
Falle, in dem die durch u annullirte Function die erste abge- 
leitete Function fx ist, bleibt das Vorzeichen des Resultates 
unsicher. Mit diesem Fall hat man es zu thun, wenn mau sich 
nach der Anwendung des Theorems [Ä] die Aufgabe stellt zu 
entscheiden, ob die zwei gesucttan Wurzeln reell oder imaginär 
sind; man muss dann diese Zweideutigkeit in dem singnlären 
Falle, in dem die abgeleitete Function fx ist, auflösen. Von 
dieser Frage haben wir eine erste Lösung gegeben; die An- 
wendung ist zwar allgemein und leicht, aber ich wollte dem 
Ursprünge dieser Frage nachgehen und erkennen, ob keine 
andere Lösung existirt. |37j Ans diesei- Frtlfnng geht nun 
hervor, dass die Unsicherheit nicht mehr besteht, wenn man 
die Function fx, durch {x -f- fx ersetzt; man führt die Frage 
so auf eiuen allgemeineren Fall zurflck und entdeckt hierdurch 
einen sehr einfachen Process, welcher die Natur der zwei ge- 
suchten Wurzeln erkeimen lehrt. 

Zweitons kann mau dieselbe Frage noch aufl()seu, indem 
man von der Annäherung zweiter Ordnung Gebrauch macht. 
Man betrachtet die Berührung der Parabelbögen, welche mit 
der ursprünglichen Function an den zwei Enden des Inter- 
valles, in dem man die zwei Wurzeln sucht, zusammenfallen. 
Wir gelangen so zu einer allgemein gültigen Regel, die imaginären 
Wurzeln sehr rasch zu unterscheiden; man gelangt auf diesem 
Wege hierzu sogar, ehe die Grenzen so nahe liegen, wie es 
die liegel des Ai'tikels V erfordert; aber die ausserordentliche 
Einfachheit dieser Rege! des Artikels V wird ihr immer ausser 
in besonderen Fällen, welche man leicht erkennt, für die An- 
wendung den Vorzug geben. 

VIII. -"^j Die in den zwei ersten Büchern bewiesenen Prin- 
cipien lassen sich leicht und in allen mögliehen Fällen auf die 
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UnterscheiduDg der im^nären Wurzeln uad die Berechnung 
der reellen Wurzeln anwenden. Würde man nni den einen 
Zweck der Auflösung, die thataäcliüche Ermittelung der Wur- 
zeln, ins Auge fassen, so würden diese Methoden för den Gegen- 
stand unserer Untersuchungen genfigen. Aber Fragen, welche 
sich anf die Fundamente der Analysis beziehen, aoilen von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus behandelt werden; denn ein 
prineipieller Gegenstand ist nur dann wohl bekannt, wenn man 
sich eine richtige Idee seiner Beziehungen zu allen ihn berüh- 
renden Fragen bildet. Deswegen prüfen wir auch die anderen 
Methoden, welche theils zur Unterscheidung, theils zur Berech- 
nung der Wurzeln dienen können. Bei dieser Yergleichung 
entdeckt man die allen diesen Methoden gemeinsamen Prin- 
cipien und erwbbt so allgemeine Begriffe, welche die Theorie 
vervollständigen. Diese Beti'achtungen sind im dritten Buche 
erläutert. 

Zunächst bemerkt man: dass, wenn man zur Trennung der 
reellen Wurzeln gelangt ist, so dass sich jede derselben allein 
In einem verschiedenen Intervall befindet, man den Werth der 
Wurzel durch sehr verschiedene Processe, welche eine voll- 
ständige Kenntniss des gesuchten Werthes ergeben, entwickeln 
kann. [38"j Der Ausdruck in Decimalziffern ist der gebränch- 
lichste und klarste. D» die von un» auseinandergesetzte Me- 
thode immer zwei Werthe ergiebt, welche sich nur dm'ch die 
letzte Ziffer unterscheiden, und von denen der eine grösser, 
der andere kleiner als die gesuchte Wurzel ist, so bleibt nichts 
unsicher. Aber diese elementare Entwicklung ist nicht die 
einzige, welche sich aus der algebraischen Gleichung herleiten 
lässt; man kann die Wurzel anch entweder in Kettenbrächen 
oder in Brtlchen darstellen, die einem gewissen willkürlich 
gew^ten Gesetze untei-worfen sind. 

Ist zum Beispiel eine Wurzel eine iiTationale Zahl, deren 
Werth man entwickeln will, und ist o der Bruch, welcher diesen 
Werth zur nächsten ganzen Zahl vervollständigen soll, so kann 
man suchen, wieviel mal die Einheit diesen Bruch enthält. 
Man wird dann den ersten Rest b bestimmen. Vergleicht man 
diesen mit der Einheit und weiss, wieviel mal dieser erste 
Rest in derselben enthalten ist, so wird man den Werth eines 
neuen Restes c finden. Man wird diesen Bruch e von neuem 
mit der Einheit in Verbindung bringen und so unausgesetzt 
fortfahren, jeden Rest mit der Einheit und nicht mit dem vor- 
aufgehenden Reste, wie man es bei der Berechnung der Ketten- 
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brilcho thut, ztt vergleichen. Setzt man diese Eutwicitlung 
nnansgesetzt fort, ao ergiebt dies eine Entwicklung der Form 

"~ P PI Pir pqrs ' ''' 5t >■, s> ■ ■ ■ sin 

ganze Zahlen, welche man leicht bestimmt. Der Werth von « 
liegt zwischen zwei Grenzen, welehe nur dadurch versehieden 
sind, dass man die letzte dieser ganzen Zahlen sich nm die 
Einheit ändern löBst: ao iat die Annäherung vollstilndig und 
zwar rasch convergent. 

Man könnte noch eine Reihe M, N, P, 0, . . . von Viel- 
fachen der Einheit wählen und den Werth von a, welchen 
man entwickeln muaa, mit dem ersten Vielfachen und die siifces- 
aiven Keate mit den anderen gegebenen Vielfachen vergleichen. 

Mau kann den Bmch a anch auf folgende Art mit der 
Einheit vergleichen. Angenommen, a aei mmal in der Einheit 

enthalten und es giebt einen ersten Rest. Nimmt man — 

zum eraten NähemngswertL für «, so wird die Differenz 

— — «ein Bruch ji sein, den man auf dieselbe Art mit der 

Einheit vergleichen wird. [39] Setzt man diese Rechnung 
foi-t, 80 wird der Bruch a in eine Reihe entwickelt werden, 
bei welcher jedes Glied die Einheit zum Zähler hat; die Nenner 
sind ganze Zahlen, welche man durch Vei^leichung der succea- 
siven Reste mit der Einheit gefunden hat. 

Diese verschiedenen Entwicklungen, von denen die Ketten- 
l>räche ein besonderer Fall sind, haben Eigenthtimlichkeiten, 
welche sich auf die Theorie der Zahlen beziehen; aber wir 
betrachten hier diese veraehiedenen Annähemngs formen unter 
einem anderen Gesichtspunkte; sie dienen uitmlich dazu, die 
algebraischen IiTationalzahlen in Reihen von ganzen, unbe- 
grenzt fortgesetzten Zahlen auszudrücken. Man erkennt zuerst, 
daaa, wenn eine numerische Gleichung vorgelegt ist, man die 
zwischen zwei Grenzen a und b gelegene Wurzel entwickeln 
kann, indem man nach Willkör entweder den Ausdruck in 
Kettenbrüchen darstellt oder eine der oben angegebenen Ent- 
wicklungen wählt. Man bestimmt die Theilncnner genau und 
zwar ebenso, wie man es thun würde, wenn der gesuchte 
Werth durch eine Gleichung ersten Grades, deren zwei Co- 
efficienten bekannt sind, gegeben wäre. In diesem letzteren 
Falle würde die Entwicklung abschliessen ; sie ist unendlich, 

3* 
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wenu man eine algebraiache irrationale Wiir/el ausdrückt; 
vorgelegte Gleichang liefert sofort die aufeinanderfolgenden 
Nenner. Wie auch immer die Form der gewählten Entwick- 
lung sei, man erhält immer für die Wurzel zwei besser an- 
genäherte Werthe, zwischen denen sie sicher liegt; hierzu ge- 
nügt es, jeden Nenner um eine Einheit sieh ändern zu lassen. 
So ist die Convergeuz ebenso wie für die Kettenbriiche be- 
wiesen , und im allgemeinen ist diese Convergenz von der- 
selben Ordnung. 

Beispiele verdentlichen diesen Schluss. Man erkennt, dass 
eine Wurzel einer Gleichung, auf die man die im ersten Buche 
bewiesenen Eegeln (Ä) und (B) angewandt hat, niclit weniger 
deutlich bestimmt ist, als wäre sie durch eine Gleichung erstell 
oder zweiten Grades ausgedrückt; denn die Coefficienten der 
vorgelegten Gleichung ii^end welchen Grades ergeben alle 
Theile der Entwicklung ohne Dugewissheit. So ist die Wurzel 
irgend einer algebraischen Gleichung nicht weniger unvollkom- 
men ausgedrückt, obgleich der Grad der Gleichung hoch ist; 
[40] es bestimmt blos der Grad die Ordnung, nach welcher 
die in die Entwicklung eintreteudeii Zahlen sich folgen. Diese 
Ordnung ist jedem Grade eigenthttmlich; die Zahlen, welche 
sie in allen Fällen bilden, sind auf gleiche Art bekannt. Um 
daher diese Werthe vollständig auszudrücken genügt die Auf- 
suchung der algebraischen Irrationalen. Man fordert nur, daaa 
man die Frage über die Untersuchung der Reellität einer Wurzel 
und die Unterbringung einer jeden reellen Wurzel in einem 
Intervall für sich allein durch eine exacte und leichte Methode 
».nflöae. Ist diese Unterscheidung der Wurzeln vollendet, so 
besteht die Auflüsung nur noch in einer arithmetischen Ent^ 
Wicklung, Die Wurzel wird sich immer zwischen zwei Grenzen, 
die man emauder beliebig nahe bringen kann, befinden. Die 
Zahlen, welche die Entwicklnug bilden, haben bestimmte Werthe, 
die man aus den Coefficienten der vorgelegten Gleichung ab- 
leitet, so dass man alles, was dazu dienen kann, die gesuchte 
Wurzel vollkommen auszudrücken, kennt. 

IS. Um dieser Prüfung der Natur der algebraischen Irra- 
tionalen eine grössere Ausdehnung zu geben, zeigen wir in 
demselben Buche, dass diese auch in continuirliehe Functionen 
entwickelt werden können: wir berichten auch flber die geome- 
trischen Conatructionen, welche die Resultate sehr klar machen. 
Diesen Gebrauch der continuirlichen Functionen kann man 
nicht genügend erläutern ohne Einzelheiten und ohne Beispiele, 
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diu indess bei einer aU gen] einen Anseinandersetzung nicht 
gebracht werden können; wir beachrilnken uns anf folgende 
Bemerkungen *^) : Man betrachtet eine gewiaae Relation zwischen 
i-inem ersten für die geauchte Wurzel angenommenen Nähernnga- 
werth X und einem zweiten x' , der besser ala x ist. Bestehe 
y.um Beispiel zwischen r, und x' die aehr einfache Relation 

x' =: 1 -[ Miin würde dann x irgend einen willktirlichen 

Werth beilegen und hieraus den entsprechenden Werth von x' 
erschUessen, Nimmt man als zweiten Werth von j: den soeben 
für x' gefundenen, so würde man ans derselben Relation einen 
nenen Werth x" herleiten; dieser würde, für j- gesetzt, einen 
folgenden Werth x'" Hefern. Fahrt man so fort, so erhält 
man für die unbekannte Wnrzcl immer bessere Näherungs- 
werthe. [41] Der Werth dieser Irrationalzahl lantet hier "|/2: 
denn die Annäherung hat einen derartigen Werth von x zur 

Grenze, dass die Relation x' -^ 1 -\- bei dem Wertlie. 

weloien man x giebt, keine Veränderung herbeifilhren würde ; 

man hätte daher: a: ^ 1 -| — oder .r- =^ 2. Für eine andere 

recurrente Relation würde man einen analogen Satz finden; 
dieser Process ist auch auf Oleichnngen beliebigen Grades 
anwendbar. Die unbekannte Wurzel iat eine Grenze, der man 
sich unendlich nähert, und die Differenz wird kleiner ala jede 
angebbare Grösse. Die Constructionen, welche dieser Art der 
Annäherung entsprechen, sind hemerkens werth. Beispiels- 
weise bestehen sie hier in einer rechtwinkligen Spirale, deren 
äusaerater Punkt sich continuirlich dem Schnittpunkt, welcher 
dem Werth der Wurzel entspricht, nähert. 

Durch denselben Proceaa findet man auch Wnrzebi der 
Exponential- oder tranacendenten Gleichungen; in der analy- 
tischen Theorie der Wärme, pag. 343 und folgende, haben 
wir hierfür verschiedene Beispiele angegehen*"). 

Man mnas bemerken, dass die durch diese rechtwinkligen 
KiUmmungen angegebene Näherung, obgleich sie regulär ist, 
doch zu langsam aein würde, um eine gebräuchliche Methode 
abzugeben; unser Zweck ist nur, daa sonderbare Verhältniss 
zwischen der Figur und dem Wege der Annäherung zu klären 
nnd zu beweisen, dasa mau ein aicberea Mittel kennt, die 
Wturzel der Gleichung unendlich anzunähern. Aber derselbe 



38 Joseph Ffiurier. 

Prooesa der continuiiiicheu Functionen ergiebt viel convei** 
gentere Annäherungen, wenn die orthogonale Spirale in der 
Conatruction durch eine Reihe geneigter Tangenten ersetzt 
wird; man könnte die Oonvei^enz der Annäherung vermehren 
durch Betrachtung des Contacta zweiter Ordnung. 

Die continuirliche Pnnction, welche die Näherungswerthe er- 
giebt, steht in einem gewissen Verhältnisse zu der vorge- 
legten Gleichung, Es giebt keine algebraische Gleichung, für 
die es nicht leicht wäre, die den geneigten Tangenten ent- 
sprechenden Functionen zu beatimmen. Die Neiiion'' &r!h6 An- 
näherung ist nur ein Beispiel für diesen allgenteinen ProeesB. 
Von dieser Form der Ännähemng habe ich bei verschiedenen 
Untersuchungen häufigen Gebrauch gemacht; besonders geschah 
dies bei der Auflösung einer transcen deuten Gleichung, welche 
mir durch meinen Collegen, den Baron t^on Prony, angegeben 
worden war. [42] Bei dieser Anwendung der eontinnirlichen 
Functionen muss man sich durt^h die Eigenschaften der Figur 
leiten lassen. Man könnte sie durch rein analytische Be- 
trachtungen ersetzen ; aber wenn man die Prflfung der Figur 
unterlässt, ao würde man die Untersuchung um viele Schwierig- 
keiten vermehren, während sie mittelst der Constmction sehr 
einfach wird. Dies ist einer der übrigens sehr seltenen Fälle, 
bei denen die C'onstruction so zu sagen nothwendig ist. Es 
kann eintreten, dasa man durch dieses Mittel nur Nähemngs- 
werthe findet, welche sämmtlich kleiner oder sämmtlich grösser 
als diese Wurzeln sind ; es ist aber immer leicht, eine zweite 
Grenze zu bilden, welche die Annäherang vervollständigt; sie 
wird durch die Constmction selbst klar angegeben. Nicht 
weniger leicht unterscheidet man diejenigen Fälle, bei denen 
die continuirliche Function, anstatt immer besser angenäherte 
Werthe zu geben, zu Resultaten führt, die immer entfernter 
vom gesuchten Werthe liegen ; dies würde eintreten , wenn 
man die orthogonale Spirale in einer Richtung zöge entgegen- 
gesetzt der von der Figur angezeigten. 

Diese Betrachtungen leiten und erleichtern die Verwendung 
der eontinnirlichen Functionen; sie schUessen dib divergenten 
analytischen Ausdrücke aus und zeigen, dass die Berechnung 
der ersten Ziffern der anfeinan Verfügenden Resultate genügt. 
Uebrigens ist die Verwendung der Annäherungen dieser Art 
für die Auflösung der numerischen Gleichungen nicht noth- 
wendig ; die erläuterten Methoden führen noch einfacher znr 
Kenntniss der Wurzeln; aber es war wichtig, allgemeine Pro- 
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feääe vorziifllhren ; diese gehen der Theorie der < ontinnirlichcn 
Brndie eiue neue Aasdehnung and zeigen die Beziehungen 
dieser Brüche zu den Eigonaehaften dei Fij^nren 

X.'") Kachdem wir im dritten Buche den (4ehrauch dPi 
Kettenbrüche kennen gelernt hallen, um die irrationalen Wni-zeln 
Ton denen eine Jede zwischen zwei bekannten Grenzen liegt 
mehr und mehr nnd nnbegrenzt einznschbessen , betrachten 
wir eine sehr allgemeine Eigenschaft, welche allen eiaeten 
Nähernngsmethoden gemeinsam ist. Wenn man n^ilich bei 
der Rechnnng durch Anwendung des Theorems [AI sieh leiten 
lägst, 80 gentigt jede dieser Methoden zur Unterscheidung der 




imaginären Wui'zeln. [43] Dieser 8atz ist für die lineare An- 
näherung, welche aus der 2V^C!f(ow' scheu Methode folgt, eigent- 
lich evident. In der That wird dieser Annähernngsproceas, 
wie wir angaben, durch die Reihe der geneigten Tangenten, 
die in den Figuren 1 und 2 gezogen sind, dargestellt. Nehmen 
wir an, ea folge aus Theorem (A), man müsse zwischen den 
Grenzen a und It zwei Wurzeln suchen, und durch die in den 
zwei ersten Büchern bewiesenen Principien wisse man ferner, 
dasi4 der Bogen m n im Intei-vall a b keine Biegungen hat. 
Jedoch sei nicht bekannt, ob die zwei gesuchten Wurzeln reell 
Bind (Fig. 1) oder ob sie in diesem Intervall verloren gehen. 
[Fig. 2). Der Ännäherungaprocesa kann nun diese Frage 
lösen. Dieser Process besteht nämlich darin, aus dem ersten 
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Nähemngswerthe a einen beaaeiBii Nähernngawerth «', weicht 
dem Ende «' der Snbtangente entspricht, herznleiten; dann 
geht man von a' zu einem nonen Näherungswerth <(", uad 
BO fort, indem man dieselbe Rechnung fortführt. Im ersten 
Falle nun können alle Nähemngswerthe ö, a', a" u. s. w. den 
der reellen Wnrzel entsprechenden Schnittpunkt nicht über- 
steigen; bestimmt man fo^lich durch das Theorem (Ä), wieviel 
Wurzeln man zwischen a und h, oder a und b, oder «" und h 
u. s. w. suchen mnss, bo wii-d mau immer finden, dass diese 
Anzahl der angezeigten Wurzeln, wie sie es nraprtlnglieh war, 
gleich 2 ist. Im zweiten Fall (Fig. 2), in dem die Kwei ge- 
snehten Wurzeln im Intervall verloren gehen, wird das Gegen- 
theil eintreten; jetzt ist es unmöglich, dass hei Fortsetaiing 
der Annäherung man nicht zn einem Werthe a" gelangt, 
welcher jenseits des Punktes liegt, wo der Bogen in n sich 
der Axe a. h am meisten nähert; ist man aber zu einem solchen 
Pnnkte a" gekommen und bestimmt durch das Theorem (A), 
wie viel Wurzeln man zwischen dem letzten Werthe a'' und h 
suchen muss, so findet man, dass die Anzahl der itwiacheo 
a" und b angezeigten Wurzeln nicht mehr 2, sondera Knll 
ist. Diese Bedingung kann vielleicht nicht für die ersten 
Näh er nngä werthe wie a eintreten, aber es ist unmöglich, dass, 
wenn man die Rechnung fortsetzt nud die Form des Bogens 
derartig ist, wie sie die Figur 2 darstellt, man nicht einen 
solchen Nähernngawerth findet, bei welchem das Ende a" aehr 
nahe heim Pnnkte h liegt oder jenseits dieses Punktes fällt. 
Der einzige singulare Fall, in dem man kein solches Resultat 
erhalten könnte, ist der zweier gleicher Wurzeln ; [44] er tritt 
durch die Berührung des Bogens in ii mit der Axe ". !• ein. 
Man weiss, dass dieser zwiscbenliegende Fall sehi- leicht 
kenntlich ist; er setzt voraus, dass die Functionen fx und f'x 
einen gemeinsamen Faetor haben; dies kann man, wie wir 
früher auseinandersetzten, erkennen. 8o genügt die Annähe- 
rui^methode, wenn man sie mit dem Theorem (A) verbindet, 
immer, um die Lage dea Bogens m n bezflglich der Axe a b 
zn erkennen. Es möge nun der Proeeas, welcher die Natur 
der zwei Wurzeln ankündigen wird, folgen. Man berechne 
einen eraten Näherungswerth u', welcher dem Ende a' der 
ersten Snbtangente entspricht. Trifft es sich, dass dieser 
zweite Wertb a' grösser als die ZH'cife Grenze h iat, so sind 
die zwei gesuchten Wurzeln offenbar imaginär. Ist aber a' 
kleiner aü ä, so bezeichnet man einen zwischenliegendea 
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Werth ß, der kleiner alB /' und gröäser als a' ist und setzt 
ihn in f.r ein. Sind dnrch dieae Substitution die zwei Wurzeln 
getrennt, d. h. wiid das Resultat der Substitution negativ, so 
sind die zwei gesuchten Wurzeln reell; die eine liegt zwischen 
a und CT, die andere zwischen a und b. Ergiebt aber die >Sub- 
slitntion ein positives Resultat, ao wird man mittelat des 
Theorems (A) die Anzahl der Wurzeln, welche zwischen 
H und b gesucht weiden müssen, bestimmen. Ist dieae Zahl 
0, ao sind die zwei Wurzeln imaginär; hat aber keiner dieser 
Fälle statt, d. h. sind die Wurzeln nicht getrennt und giebt 
das Theorem (Aj an, dass man zwischen a und b zwei Wurzeln 
suchen musa, ao hat man zwei Gren?;en k und /;, zwischen 
denen zwei Wurzeln zu suchen sind, und man weiss noch 
nicht, ob diese zwei Wurzeln reell sind oder in dem Intervall 
verloren gehen; die Frage iat daher genau dieselbe, wie die- 
jenige, welche man anfänglich zu lösen hatte; die Grenzen 
ß und b sind nur näher als die ersten Grenzen a und h. 
Man wird dann auf dieselbe Art zu einem zweiten Versuche 
nbergehen: d. h. man wird zu dem nenen Werth ce einen 
zweiten Zuwachs, welcher dem Endpunkte der Subtangente 
für diesen neuen Werth entspricht, zufügen. Man wird hierauf 
den soeben für den Nähern ngs werth a auseinandergesetzten 
ProceSB weiter verfolgen und die soeben erläuterten Sntze 
nochmals benutzen. Durch Fortsetzung dieser Rechnung wird 
mau auf kflrzestem Wege die Natur der Wurzeln erkennen. 
145) Man muas nur hinzufügen, dass der singulare Fall der 
gleichen Wurzeln separat zu prflfen ist; dies hat keine 
Schwierigkeit. Durch das Voraufgehende sieht man, dass" die . 
im ersten Buche im Ai-tikel 23 gegebene Eegel, die Natur 
der innerhalb eines gegebenen Intervalles gesuchten Wurzeln 
zti erkennen, nur die zur ünteracheidnng der Wurzeln ver- 
wandte lineare Annäherung ist. Dieser Satz ist nicht auf die 
lineare Annäherung beschränkt; im dritten Buche beweisen 
wir, dass es keinen Annähernn^sprocess giebt, der nicht ein 
ähnliches Resultat liefert. Allgemein genllgt jede esacte 
Methode, welche zur Berechnung der Nähemngswerthe ge- 
eignet ist, wenn man mit dieser Methode den Gebrauch des 
Theorems fA) verbindet, welches erkennen lässt, wie riele 
Wnrzeln man in einem gegebenen Intervalle suchen musa, 
zur Unterscheidung der imaginären Wurzeln, Unter esacten 
Näherungamethoden verstehen wir diejenigen, welche sich auf 
die im ersten Buche dargelegten Principien gi-Unden und fort- 
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während zwei Wertlie, von denen der eine grosser, der andere 
kleiner ala die Wurzel ist, ergeben. 

XI*^J. Diese Bemerkung haben wir hanptsächüch auf die 
Annähernng , welche ans der Verwerthnng der Kettenbrüclie 
hervorgeht, angewandt ; denn diese Itlethode ist ja allgemeiner 
bekannt. Diese Prüfung liefert das folgende bemerken 3 werthe 
Ueanltat. Das Theorem (A) des ersten Buchea giebt an, -wie 
viele Wurzeln man in einem gegebenen Intervall suchen mnaa. 
Betrachten wir den Fall, in dem man sicher ist, daas alle 
Wurzelu einer Gleichung reell sind. Man muss sich zunächst 
vorBtelien, dass man es mit einer Gleichung dieser Art zn 
thun hat und man den Werth für die Wurzelu dnrch die An- 
näherimgsmetbode der Kettenhrüehe sucht. Diese Methode 
ist in den Werken von Lagrani/e vorüüglich dargelegt. Der 
berühmte Autor setzt voraus, dass man vermöge einer Hilfs- 
gleichnng sicher erkannt hat, dass io jedem Intervalle nnr 
eine Wnrzel existirt; hier werden wir aber von jeder vor&nf- 
gehenden Rechnung Abstand nehmen und annehmen, dass die 
Realität der Wurzeln im voraus bekannt ist. Setzt man dies 
voraus, so genügt die alleinige Anwendung des Theorems (A), 
combinirt mit der Berechnung der Kettenbrüche, um die Werthe 
aller Wurzeln zu finden. [46] Erneuert man nach jeder Theil- 
operation die Anwendung desselben Theorems (A), so wird 
man, wenn zu den schon durch die voranfgeh enden Opera- 
tionen separirten Wurzeln die im übrigbleibenden Inter\-alle zn 
suchenden hinzugenommen werden, genan ebenso viele Wurzeln 
finden, wie das Theorem ursprünglich angegeben hatte. Dies 
, aber kann nnr einti-eten, wenn die vorgelegte Gleichung in 
der That nur reeUe Wurzeln hat. Gehen hingegen mehrere 
dieser Wurzeln in Intervallen, flir wekhe das Theorem an- 
giebt. dass sie dort gesucht werden sollen, verloren, so wird 
die Berechnung der Kettenbrilche diese fehlenden Wurzeln, 
wie wir beweisen, zum Verschwinden bringen; hierdurch irird 
man erkennen, dass die Gleichung nicht alle ihre Wurzeln 
reell hatte, wie man voraussetzte, und man wird auch genaa 
die Anzahl der Paare imaginärer Wnrzeln finden. 

Die soeben gemachte Bemerkung erfordert einen vollstän- 
digen Beweis, den wir im dritten Buche gegeben haben. 8ie 
zeigt, dass die Berechnung der Hilfsgleichnng, welche die 
Grenze der kleinsten Diflerenz zwischen den Wurzeln kennen 
lehrt, vollstJtndig überSüasig ist; der Theil dieser Methode, 
den man gerade als unpraktisch betrachten kann, ist also der- 
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jenige, weicher fortgelassen werden soll; es genügt: 1. die 
Uereclmung der Kettenbrüche, wie sie durch den Erfinder 
dieser Metbode auselnandei^esetzt wurde, anzuwenden; 2. jede 
Theiloperation mit der Anwendung des Theorems (A) zu ver- 
binden. Hierbei bleibt nichts nnsicber, weder llber die Natnr 
der Wurzeln , noch über die mehr nnd mehr angenäherten 
Werthe, welche ans der raschen Convei^enz der Kettenbrüche 
erhalten werden, 

Dennoch nehmen wir uns nicht Tor, auf diese letztere Me- 
thode zur Berechnung der Wurzeln zurückzukommen. Die lineare 
Annilherung, wie wir sie im ersten Buche dargestellt haben, 
ist bequemer und auch conyergent. Wir wollten nur eine be- 
sondere und neue Eigenschaft der Kettenbräche erweisen. 

Unser Hauptzweck ist es, im dritten Buche zu beweisen: 

1. Die Irrationalzahlen, welche die Wui-zeln der Glei- 
chungen ausdrücken, können in verschiedenen Formen ent- 
wickelt werden, nnd diese Aimälierungen sind exact, denn sie 
ergeben immer zwei Werthe, zwischen denen die Wurzel liegt; 

[47] 2. diese irrationalen Grössen sind nicht weniger klar 
(ieftnirt und bekannt, als wenn sie einfache Brüche wären, 
HO daSB man immer ans den Coeffieienten der vorgelegten 
tileichting die Nenner, welche bei irgend einer Entwicklung 
auftreten, leicht ableiten kann; 

3. jede esacte Näherungsmethode löst, wenn man mit ihr 
die Anwendung unseres Theorems (A) des ersten Bandes ver- 
bindet, die schwierige Frage der Untei'scheidung der imagi- 
nären Wurzeln; 

4. diese Bemerkniig ist besonders auf die Entwicklung in 
Kettenbrflehe anwendbar und erfordert keineswegs die Berech- 
nung der Gleichung für die Differenzen oder irgend ein anderes 
ans den Eigenschaften der unveränderlichen Functionen her- 
geleitetes Resultat. 

Früher sahen wir, dass die Ncn:ton'schB Annähemngs- 
methode nicht allgemein znr exaeten Bestimmung der Wurzeln 
angewandt werden konnte nnd dass es nöthig war, die 
Bcbwieiigkeiten aufzulösen. Ebenso verhült es sich mit dem 
Process der Kettenbrttche, wie er von den Erfindern vorge- 
sehlagen wurde; denn dieser Process würde erfordern, dass 
man im voraus die kleinste Differenz zweier aufeinander- 
folgender Wurzeln kennt. Diese Untersuchung erfordert nun 
eine Berechnung, welche man ansser für die Gleichungen der 
ersten Grade als unpraktisch betrachten muss. Deswegen 
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haben wir mit viel Sorgfalt geprüft, ob diese Schwierigkeit 
beseitigt werden kann, und dies gelang uns vermöge des Kach- 
weiaes, dass die Berecbnnng der kleinsten Differenz zwiachen den 
Wurzeln überflüBsig ist. Die Aufeinanderfolge der auszuführen- 
den Operationen ist immer dieselbe, wie auch immer dicBe Diffe- 
renz sein mag. Diese Operationen sind die, welche man ansza- 
filhren hätte, wenn man im voraus wüaate, dass alle Wurzeln 
reell sind. Allein sie werden weniger zahlreich und einfacher, 
wenn mehrere Wurzeln imaginär sind; denn die Anwen- 
dung des Theorems fA] kündigt an, dass diese Wurzeln in 
gerader Zahl in den Intervallen, wo man sie suchte, verloren 
gehen. * 

XII. Der Gegenstand des vierten Buches ist die Auflösnng 
der Bnehstabengleicbnngen. Die Coefficienten dieser Glei- 
chuBgen sind algebraische Polynome, bei denen jedes Glied 
von der Poi-m lia^bPcl . . . ist. [48| Die Buchataben a, b, e . . . 
sind bekannte Grössen. Die Esponenten n, p, '/ u. s. w. sind 
gegebene Zahlen. Steilen -!, 5, C, . . . derartige Polynome 
dar, und betrachtet man ein Product {x —,A) {x — B) {x— O)... , 
das aus mehi-eren dieser Factoren besteht, so ist das Reaultst 
der Mnltiplication ein Polynom eines gewissen Grades in x. 
Dieses vollständige Polynom denkt man sich gegeben; ^a 
Anzahl der Factoren sei tr/,. Man soll alle Polynome ersten 
Grades <c — A, j' — B, x — C n. s. w., welche man znr 
Hildnng der linken Seite der vorgelegten Gleichung nothwendig 
vereinigen muss, finden. Hierzu muss man eine allgemeine 
Methode entdecken; diese soll bei einer Gleichung irgend 
welchen Grades in die einfachen Factoren, welche den Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung entsprechen, kennen lehren. Ent- 
halten einige dieser Polynome A, B, G, . . . eine endliehe 
Anzahl von Gliedem, ao mnae diese Methode die durch diese 
endlichen Polynome auagedrflckten Wurzeln kennen lehren; 
legt man aber eine Buchstab engleichung ii^end welchen 
Grades m vor, ao wird die Auflösung am häutigste» Polynome 
mit einer unendlichen Anzahl von Gliedem ergeben. Jede 
dieser Wurzeln wird, wenn man sie in die Unke Seite der 
vorgelegten Gleichung für x einsetzt, die weaentliehe Eigen- 
schaft haben, diese linke Seite zu annullireu. Die Methode, 
welche der Gegenstand unserer Unterauchung ist, wird also 
alle Wurzeln durch eine endliche Anzahl von Gliedem, wenn 
ea solche Wurzeln giebt, darstellen; fomer soll sie dazu die- 
nen, diejenigen Wurzeln, welche nicht die Fonu eines end- 
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lieben Polynoms haben künnen, in unendliche Reihen zu ent- 
wickeln. 

Diese Frage gehört der Änatysis specioaa^), deren Erfindev 
Vieta ist, an. Sie kann vollkommen gelöst werden, nnd Ää 
Princip der Lösnng ist schon in den Schriften von Neuion^*), 
Stirling*'^) und Lagrangp''*] enthalten. In Wahrheit hat man 
diese Unteranchnng immer als ein Element der Lehre von den 
Beihen betrachtet, man wird aber bald sehen, dass sie sich 
direct anf die algebraische Änalysis bezieht. Unter diesem 
Gesichtspunkt betrachten wir sie hier. 

Newton hat den Hanpttlteil dieser Frage anf eine besondere 
Conatmction zurückgeführt, welche immer ah eine der schön- 
sten analytischen Erfindnngen, die wir von diesem grossen 
Geometer empfangen haben, angesehen werden wird. [49j 
],agrang6 hat hierfür einen Beweis, der nichts zu wünachen 
flbrig lässt, gegeben. Ohne in unserem Werke diese ersten 
Entdeckungen wiederzugeben, suchen wir hauptsächlich die 
Methode zu yervoUkommneu und zu zeigen, dass sie zugleich 
leichter und viel ausdehnungsfähiger ist. 

Wir wandten eine von der ffe»cfon.'schen Consti'nction ver- 
schiedene, die aber einer allgemeineren Anwendung IHhig ist, 
au. Sie fubit im Falle einer einzigen Variableu zu demselben 
Resultat, nämhch der analytisclien , von Lagran^e bewiesenen 
Regel. Von den Buchataben, welche die bekannten Grössen 
ausdrücken, bezeichnet man irgend einen mit a-, um die Rech- 
nung nach den Potenzen dieser Grösse auKuordnen; als erates 
(rlied einer Wurzel betrachtet man in dem Äusdrnck dieser 
Wurzel dasjenige, welches den höchsten Exponenten dieses n 
enthält. Dies vorausgesetzt, sucht man zunächst die ersten 
Glieder alter Wurzeln. Der Exponent des Buchataben a bei 
einem dieser ersten Gheder ist eine Unbekannte, welche ge- 
wissen Bedingungen genfigen muss ; dieser Exponent ist zu 
bestimmen und so viele Werthe sind zn finden als die vor- 
gelegte Gleichung Wurzeln hat. Man erhält dann diese Ex- 
ponenten, deren Anzahl m ist, durch eine specielle, leicht an- 
wendbare Regel. Es möge nun die Conatmction, welche wir 
zur Darstellung der Resultate dieser analytischen Regel ange- 
wandt haben, folgen. Man betrachtet eine Anzahl verschiedener, 
in derselben Ebene gezogener gerader Linien. Die Lage einer 
jeden dieser Linien wird durch eine Gleichung ersten Grades 
bestimmt: ihre zwei Coefßcicnten siud bekannt: denn sie lassen 
aich unmittelbar aus dem Exponenten der Vaiiablen in f 
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Glieder der vorgelegten Gleichung nnd dem Espoaenten des 
Hauptbiichstjiben a in dieselben Glieder bilden. Das 8j"stein 
iiUer dieser Geraden ist immer in aeinem oberen Tlieil dtuxh 
ein Polygon, deaaen zwei äuaaerste Seiten reehta nnd links 
unendlich aind, begrenzt. Alle Theile der gezeichneten Ge- 
raden, welche nicht mit den Seiten des Polygons zusammen- 
fallen, liegen unterhalb dieser Seiten. Man beweist, dasB die 
Scheitel der Winkel dieses Polygons den geaiicliten Exponenten 
entsprechen. Jede Abscisse eines der Winkel ist einer der 
Werthe, welchen man dem Exponenten von a geben kann, um 
das erste Glied einer Wurzel zu bilden. [50] Die einzigen 
Exponenten, welche der gewählte Buchstabe a in den ersten 
gesuchten Gliedern haben kann, aind die Abacisaen der Scheitel 
des Polygons. Die Figur giebt die Mittel zur Bestimmung 
dieser Abaciasen klar an. Man mnss eine der äusseren Seiten, 
bia man den ersten Scheitel trifft, entlang gehen, hierauf weiter 
an der soeben erreichten Seite, bis man eine zweite Seite trifft, 
dann dieser neuen Seite folgen, bia man die anstoaaende Seite 
trifft, n. s, w. Die analytische Regel, welche dieser Prooeas 
jingioht, ist die bereits von Newlott, Stirling und Lagrtmgt be- 
trachtete. Die BechntiDg ist sehr einfach, und es giebt keinen 
kürzeren Weg, xaa die Exponenten der ersten Glieder zn finden. 
Man leitet sofort die Coefticienten in den gesuchten ersten 
Gliedern her und bildet alle diese ersten Glieder. Die BegeL 
lässt so viele erste Glieder erkennen, wie die vorgelegte Glei- 
chung Wurzeln hat; es ist auch nicht weniger leicht, die fol- 
genden Glieder zn bilden. 

Wir haben angenommen , dass die Glieder nach fallenden 
Potenzen des Hauptbuchstaben a angeordnet sind. Man könnte 
anch eine entgegengesetzte Anordnung befolgen, man mfisste 
dann an erster Stelle das Glied jeder dieser Wurzeln, in wel- 
chem dieser Buchstabe den kleinsten Exponenten bat, finden. 
In diesem Falle würde die gesuchte Wurzel nach steigenden 
Potenzen von a angeordnet sein. Um diese zweite Frage »n 
lösen, wendet man eine Regel an, derjenigen ähnlich, hei wel- 
cher als erstes Glied daa mit dem höchsten Exponenten des 
Buchataben a steht. In der That iat dieses selbe System von 
geraden Linien, die wir oben betrachtet haben, in aeinem 
unteren Theile dm-ch ein anderes Polygon begrenzt, und alle 
Theile dieser geraden Linien, welche nicht mit einer Seite 
dieses unteren Polygons zusammenfallen, liegen oberlialb der- 
selben Seilen. Daher ergiebt sich ein Process, welcher dem 
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oben beacbriebenen völlig analog' ist, und man findet durcli 
diese Berechnung die Scheitel (iiösea unteren Polygons. Diese 
Abscissen sind die Exponenten des Buchstaben a in den 
ersten Gliedern der Wurzeln, wenn man sie nach steigenden 
Potenzen von a anordnet. 8ind die Esponeaten derartig be- 
stimmt, 80 findet man sofort die entsprechenden Glieder und 
bildet die ersten Theile der gesuchten Wurzeln. [51] Es ist 
ebenso leicht, alle folgenden Glieder nach derselben ßegel zn 
finden, nnd so gelingt es, alle Factoren ersten Grades, deren 
Product die linke Seite der vorgelegten Gleichung ist, zu bilden. 

Im Allgemeinen ergiebt die Anwendung dieser Regeln die 
Wertlie aller Wurzeln der vorgelegten Gleichung ohne irgend 
welche Schwierigkeit, und zwar entweder nach fallenden oder 
nach steigenden Potenzen des gewählten Buchstaben geordnet. 
Esistiren endliche Polynome, welche der vorgelegten Gleichung 
gentigen, so findet man der Reihe nach alle Theile dieser Poly- 
nome, und mau kommt zn einer letzten Operation, welche zeigt, 
dass die AsKahl der Glieder endlich ist; ist aber die gesuchte 
Wurzel nicht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern gebildet, 
so setzt sich die Operation unausgesetzt fort und die Wurzel 
wird durch eine unendliche Reihe gegeben. Dieser Ausdruck 
ist immer derartig, dass, wenn man ihn in die vorgelegte Glei- 
chung an die Stelle der Variablen einsetzt, alle Glieder des 
Resultats sich der Reihe nach anf Null reduciren. 

Diese Methode der Auflösung ist allgemein. Sie lässt sich 
auf Gleichungen irgend welchen Grades anwenden, nnd der 
Hauptbnchstabe, bezüglich dessen die Rechnung angeordnet ist, 
kann immer willkflrlich angenommen werden. Ist die vor- 
gelegte Gleichung sehr einfach, hat sie zum Beispiel nur zwei 
Glieder, so dass die gesuchten Wurzeln ein einziges Radica! 
enthalten, so reducirt sich die allgemeine Methode auf die- 
jenigen, welche man seit langer Zeit zur Ausziehuug der Wurzel 
aus einem gegebenen Polynom kennt. Nicht allein das Resultat 
ist dasselbe , sondern auch die Rechnnngsregeln sind genau 
diejenigen der elementaren Algebra. Hieraus ersieht man, dass 
die Methode als specielle Fälle die Ausziehung der Wurzeln 
aus Buchstabengrössen umfasst. 

Wir sagten, dass, wenn der erste Theil einer Wurzel durch 
die vorstehende Regel bestimmt ist, man durch denselben Pro- 
cess alle folgenden Theile fiudet. Bezeichnet man mit p den 
ersten, schon bekannten Theil der Wurzel, so genfigt es, das 
Binom p -\- q an die Stelle der Variablen x einzusetzen; man 
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wird dann eine ti'anaformirte Gleichung vom Grade 
bei der Hie Variable •/ unbekannt ist. Man kanu daher auf 
diese transformirte Gleichnng die auseinandergesetzte Regel 
anwenden nnd den ersten Theil des Wertliea von q finden; 
[52] ea iat klar, dasa diese aufeinanderfolgenden SnbBtitntionen 
alle Theile der Wurzel passend geordnet kennen lehren. Um 
die Anwendungen zn erleichtern, haben wir- uns vorgenommen, 
von dieser Berechnung alle überflüssigen Operationen anszTi- 
schliessen, und daher haben wir eine specteile Regel gebildet, 
welche den zweiten Theil einer jeden Wurzel ergiebt. Die- 
selben Betrachtungen reduciren die Berechnung der dritten, 
vierten nnd folgenden Glieder auf die elementarsten Formen, 
SD dasa nur diejenigen Operationen allein auszuführen bleiben, 
ohne welche die Werthe der Wurzeln nicht bekannt sein könnten. 
Die Regel reducirt sich darauf, in die linke Seite der Gleicliniig 
den schon bekannten Theil der Wurzel einzusetzen nnd das 
Resultat mit einem constanten Factor zu mnltiphciren. Was 
die Convergenz der Annäherung betrifft, so würde man sie 
durch dieselben Principieu bestimmen, welche im zweiten Bnclie 
entwickelt sind. Diese Convergenz ist, um allgemein zu spre- 
chen, diejenige, welche aus der numerischen linearen Annfthe- 
mng folgt. 

Der Charakter dieser exegetischen Methode, welche alle 
Bnchatabengleichnngen löst, kann nur durch verschiedene Bei- 
spiele gut auseinandergesetzt werden. Das vierte Buch bietet 
mehrere dar. Wir citiren nnr die Buchstaben gl eichnng: 

,.^ _|_ x'i- a* + a + b) + x'{- a' - a'-b] + x^{a + 1) 
+ ,,[_ a'' + ab + a + b) — {a' + a'h + a' + oH] = 0. 

Wendet man die allgemeine Kegel auf diese Gleichung an und 
ordnet die Rechnung nach fallenden Potenzen des Buchstaben a 
an, äu findet man leicht, daas die ersten Glieder der Wurzeln: 

x = ir + ■ ■ ■, X ^ — a+ ■ ■ ■ , x = y — a+ ■ ■ ■ lauten. 
Die folgenden Glieder enthalten niedrigere Potenzen von a. 
Sucht man die folgenden Glieder durch Anwendung derselben 
Regel auf, so erkennt man, daas die auf q' folgenden GUedet 
alle Null sind, und dass alle auf ■ — a folgenden Glieder gleich 

3. 

— Ii sind. Was die dritte Wurzel, deren erstes Glied y — 'o 
ist, betrifft, so würde sie zimllchst in eine unendliche Reihe 
entwickelt sein, aber dieselbe Analyse würde zeigen, daas ^ 
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vollständiger Werth ]/ — (ö^ + 1) ist. [53] Durch eine regel- 
mässige Berechnung würde man auf diese Art alle Factoren 
der vorgelegten Gleichung erhalten, nämlich: 

ix — a') , [x-\- a-^-h)^ («^ + a + 1). 

Man könnte die Rechnung auch derartig nach dem Buch- 
staben h ordnen, die Operationen würden dann nicht weniger 
leicht sein. Dieselben Regeln lassen sich auf alle Fälle an- 
wenden, und es giebt keine Buchstabengleichung, wie zusammen- 
gesetzt sie auch immer ist, welche man nicht so in ihre Fac- 
toren auflösen könnte. 

Wir sagten, dass die Regel, welche die ersten Glieder der 
Wurzeln kennen lehi't, durch eine Construction, die aus einem 
System von geraden Linien besteht, dargestellt wird. Die Fig. 3 




Fig. 3. 

stellt dieses Liniensystem für das soeben citirte Beispiel dar. 
Die Gleichungen der geraden Linien lauten: 



y = bx, y = 4tx-\-2, ?/ = 3a; + 3, y 

y ==ir + 3, 2/ = 4. 



2a; 4-1, 



Die Coefficienten dieser Gleichungen sind aus den Gliedern 
der vorgelegten Gleichung, bei denen der Buchstabe a die 
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höchste!! Exponenten hat, gebildet. Die obere Grenze i 
Polygon M A B C N; das System ist unten durch das PolygoB 
fi a l^ y V begrenzt. 

Jede Buchs tabengleiehnng irgend welchen Grades wird durch 
diese Methode vollkommen ia ihi'e Factoreu zerlegt, und es ist 
nicht weniger leicht, ihre Wurzeln zu finden, als dies fflr d^ 
chungeu mit zwei Gliedern , die man schon lange Zeit dor^ 
die elementaren algebraischen Regeln aufzulösen weiaa, statt 
hat. In den Werken von Newton (Arithmctica nniveraalü),' 
und in denjenigen von Clairaitt^''] und linderen findet m 
boHondcre Procesae, um die commenaurablen WnrKeln ( 
Buchstaben gleiohungen zu finden; sie bestehen in einer Rei 
von Versuchen, deren Berechnung unsicher ist. Durch die i 
eben beschriebene allgemeine Methode löst man die vorgelegte 
Gleichung leichter und esacter. N/'w/oh hat die Regel döa 
analytischen Parallelogramms nur ftlr die Berechnung der 
Reihen, welche das wahre Fundament seiner Fliisionamethode 
ist, verwandt. 

[54] Man lionnte von diesen Entwicklungcu der Wurzelß 
in Reihuu iiuch zur Berechnung ihrer Nithernngswerthe Ge- 
brauch machen ; beaässe mau nicht heute eine einfachere Me- 
thode zur directen Aufsuchung der Grenzen, so niöaate maa 
auf diese Lösung der Buchstabengleichnngen zurückgehen. Aber 
die in den zwei ersten Bttcbem auseinandergesetzten Regofat 
fuhren viel schneller znr thatsächlichen Keuntniss der WiirKfilit' 
und befreien von jeder Discnasion der Convergenz der Reiben. 
Die vorstehende Regel , welche dazu dient, die ersten Glieder 
der Wurzeln der Buchstabe ngleichnngeu zu bilden, ist 
Studium der Cm-ven, wenn mau sie in ihrem unendlichen TfflV: 
lauf betrachtet, nothwendig. In den Werken von Newton, . 
Ung, Cramer '■i) ' und verschiedenen anderen Autoren findet 
man bemerkeuswerthe Beispiele. Man kann diese Kegel 
den Conatructionen herleiten, oder, wie es Lagrangn gemadit 
hat, auf einen rein analytischen Process reduciren. Eigentlieb 
gehört diese Untersuchung der Betrachtung der linearen Uo- 
gleichheiten, deren Principien wir in unserem siebenten Baohe 
auseinandersetzen, an; dies ist der allgemeinste GesichtspniiU, 
von dem aus die Untersuchungen dieser Art betrachtet werdM 
können. 

XTTT . Im vierten Buche haben wir auch eine viel compli- 
cirtere Frage als die Aufsuchung der Wurzeln einer einztgon 
Buchstabengleichung betrachtet; dieselbe hat die gleichzei^pi 
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Auflösung zweier Buehstabengleiehungen mit zwei Unbekannten 
zum Gegenstand. Jedes der Glieder dieser Gleichungen ist 
von der Form Hx^^y^\ x und y bezeichnen dabei Unbekannte, 
H ist ein Buchstabenpolynom, das aus bekannten Grössen 
a, 6, c, u. s. w. gebildet ist. Die Frage besteht darin, für x 
und y zwei aus den Buchstaben a, 6, c, u. s. w. gebildete Poly- 
nome zu finden, welche, wenn man sie gleichzeitig an die 
Stelle von x und y in die vorgelegten Gleichungen ^ = 0, 
B = einsetzt, die zwei Functionen A und B annuUiren. Das 
System der zwei Werthe von x und y^ welches diese Eigen- 
schaft hat, bildet eine Lösung der zwei vorgelegten Gleichungen. 
Man soll alle möglichen Lösungen durch Angabe der Glieder, 
aus denen sich die Werthe von x und y zusammensetzen, 
finden. Lassen die Gleichungen J. = , ^ = commensu- 
rable Werthe von x^ y zu, so dass die Polynome, welche diese 
Werthe ausdrücken, nur eine endliche Anzahl von Gliedern 
enthalten, so sind diese Polynome nothwendig durch die all- 
gemeine Regel, welche wir im Auge haben, bestimmt. [55] 
Lassen aber die Werthe von x und y nicht diese endlichen 
Ausdrücke zu, so muss die Regel successiv alle Glieder der 
Entwicklung dieser Werthe ergeben. 

So dehnen wir die Principien der Auflösung, die wir vor- 
her auf Buehstabengleiehungen mit nur einer einzigen Unbe- 
kannten angewandt haben, auf zwei Gleichungen und allgemein 
auf mehrere Gleichungen, wenn ihre Anzahl gleich derjenigen 
der Unbekannten ist, aus. Diese Entwicklungen der Wurzeln 
mehrerer Gleichungen bieten in der Analysis wichtige Anwen- 
dungen dar. Zum Beispiel dienen sie im Falle »weier Glei- 
chungen dazu, die Natur der krummen Oberflächen in ihrem 
unendlichen Verlauf und ihre asymptotischen Schalen kennen 
zu lehren. Diese Ausdrücke für die Wurzeln könnte man auch 
dazu verwenden, die Gleichungen, welche mehrere Unbekannte 
enthalten, auf eine angenäherte Art zu lösen; aber diese An- 
wendungen sind hier nicht der Gegenstand unserer Unter- 
suchung. Wir wollten nur kennen lernen, ob es für die Bueh- 
stabengleiehungen mit mehreren Unbekannten algebraische Regeln 
giebt, welche denen für die Wurzeln einer Buchstabengleichung 
analog sind; in der That bewiesen wir, dass die Methoden 
der Auflösung nicht auf die Buehstabengleiehungen, welche 
eine einzige Unbekannte enthalten, beschränkt sind. Sie dehnen 
sich auf sämmtliche Gleichungen, bei denen die Anzahl der 
Unbekannten gleich der Zahl der Gleichungen ist, aus; die 
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Rechnung ist zwar complicirter, aber iloeli von derselbeu Natnr. 
Man findet zuerst das erste Glied jeder Wurzel, d. h. dasjenige, 
bei welchem der zur Ordaung der Rechnung gewählte Buch- 
stabe einen grösseren Esponenten enthält, als es diejenigen 
desselben Buchstaheu in allen folgenden Gliedern sind. Jifan 
bildet auf diese Art so viele erste Glieder als es verschiedene 
Lösungen giebt. Jede Lösung umfasst zwei Weithe von x 
und y, welche gleichzeitig in die zwei vorgelegten Gleichaogaji 
gesetzt, beiden genügen. Dies ist die Bereehnnng dieser ersten 
Glieder, welche den unendlichen Verlauf der Oberllächen kennea 
lehrt. 

[56] Betrachtete man drei Gleichungen mit di^ei Unbekanit- 
ten, so würde eine jede Lösung aus drei gleichzeitigen Werthen 
von r, 1/ , A. gebildet sein. Allgemein besteht diese Methode 
der Auflösung der Buchstabeugleichnngen darin, succesaiv 
Theile der Wurzeln, bei denen der gewählte Buchstabe den' 
grösaten Exponenten hat, '/.u finden. Man kann dabei iigenÄ' 
einen von den Buchstaben, welche die bekannten Grössen s 
drücken, auswählen. Hat man die ersten Glieder aller Löaungea 
gefunden, so kann man die folgenden Glieder durch Anwen- 
dung derselben Methode finden. 

Ereignet e^ sich, daas eine oder mehrere der Wnizeln 
durch eine endliche Anzahl von Gliedern ausgedrückt werden 
können, so hört die Methode bei dem letzten esistirenden Gliede 
auf. Man erkennt, dass alle anderen Hüll sind. Im allge^ 
meinen »her führen diese Operationen zu Beihen. Sie könnten 
dazu dienen, die Näherungawerthe der Wurzeln der numeri- 
schen GIeii;Jiungen mit mehreren Unbekannten zu bestimmen, 
wir haben aber diese letztere Frt^e nicht bebandelt. Bind 
mehrere algebraische Gleichungen vorgelegt und ist ihre Anzahl 
gleich de]Jenigen der Unbekannten, so weiss man, dass von 
diesen Unbekannten eine willkürlich gewählte, dann eine zweite, 
dann eine dritte, u. s. w. eliminirt werden kann und dass man 8o 
zu einer Endgleichung gelangt, die nur eine einzige Unbekannte 
enthält. Es giebt mehrere einfache Fälle, bei denen diese Eli- 
mination die gesuchten Lösungen erkennen lassen kann, und 
es ist bemerkenawertb , dass in allen Fällen eine Sohlnssi'lei- 
chnng esistirt. Aber dieser Satz ist rein theoretisch ; er be- 
weist nur, dass alle Wurzeln der algebraischen Qleichungui 
eine gemeinsame Natur haben: jede derselben ist Unbekannte 
bei einer gewissen algebraischen Gleichung. Dennoch darf man 
nicht schliessen, dass dieser Process der EUmination die Methode 
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darstellt, welche mau befolgen musa, um zur tliatsäch liehen 
KenntniBS der Wurzeln zn gelangen; dieser Weg würde viel 
ztt complicirt sein. Für Gleichungen höheren Grades wäre er 
unpraktisch, und selbst in der Mehrzahl der Fälle erforderte 
diese Methode eine sehr aufmerksame Prüfung, um die Ein- 
fiihmng der Frage fremder Factoren zu vermeiden, d. h. solcher, 
welche nicht gleichzeitig die linken Seiten aller vorgelegten 
Gleichungen annulliren. [57] Obgleich man diese aus der Eli- 
minatioii hervorgehenden, Hberftüssigea Factoren vermeiden 
oder absondern kann, würden die anaserordentliche Complication 
der Rechnungen und die Schwierigkeit, alle verschiedenen Lo- 
sungen separat zu bilden, immer den thatsächlichen Gebrauch 
dieser Regeln auBschliessen , ausser in sehr einfachen Fällen, 
die im voraus als Beispiele gewählt sind. Man mnss sagen, 
daas mau sich damit zufrieden geben mUsste, die Lösungen 
von Gleichungen mit mehreren Unbekannten nicht zu kennen, 
wenn die Analysis sie nur durch Eliminationsprocesae zu be- 
stimmen vermöchte. 

Wir beti'achten die Auflösung von mehreren Bucbstaben- 
gleiehungen von einem ganz anderen Gesichtspunkte. Wir be- 
halten bei den vorgelegten Gleichungen ihre ursprfln glichen 
Formen bei und suchen, indem wir gleichzeitig alle ihre Co- 
efficienten vergleichen , die Wurzeln durch gleichzeitige Auf- 
lösung dieser Gleichungen zu finden. Wir beweisen in der 
That, dass keine Elimination nötbig ist und dass man die 
ersten Glieder der Wurzeln sofort nur aus der alleinigen Be- 
dingung, daas die gleichzeitige Substitution dieser Wurzeln 
gleichzeitig alle vorgelegten Gleicbungen befriedigen muss, be- 
stimmen kann. 

Der Gegenstand unseres vierten Buches ist daher, die 
Principien darzulegen, welche zu dieser Auflösung der Buch- 
Btabengleichnngen dienen. Wir wenden die Gleichungen sofort, 
wie sie vorgelegt sind, ohne etwas an ihren Coefficienten zu 
findera , an ; es gelingt uns dann, die succeaaiven Glieder, 
welche die Wurzeln bilden sollen, zu finden. Jede Lösung 
besteht aus ebenao\ielen Wurzeln, wie es verschiedene Unbe- 
kannte giebt, und die gleichzeitige Substitution muss gleich- 
zeitig alle linken Seiten der Gleichungen annulliren. Zunächst 
muss man die ersten Glieder der- Wurzeln, welche eine und 
dieselbe Lösung bilden, finden. Diese letztere Frage ist viel 
eomplicirter als diejenige, welche sich anf eine einzige Buch- 
stabengleichung l)ezieht; aber sie wird auch nach einer sicheren. 
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iinf Gleichungen irgend welchen Grades anwendbiiren Kegel 
gelöst. 

Wir führen hier das folgende Beispiel an, welches zwei 
Gleichungen mit y.wei Unbekannten darbietet, nämlich: 

[58] Wendet man auf diese zwei Gleichungen die Prin- 
cipien, welche wir soeben angegeben haben, an, so findet man 
zwei verschiedene Lösungen: die erste wird von zwei zu- 
sammengehörigen Weiihen von x nnd y, deren erste Glieder; 

11 = .r- 1/5 

lüuten, gebildet: die zweite Lösung umfusst die zwei anderen 
Wei-the von j- und y, welche als erste Glieder: 



-, = - -ia'- 

haben ; dies sind die ersten Theile der Unbekannten .'■ und y. 

Um die folgenden Glieder za finden, miiss man das Binom 
p + q für X und das Binom ji' + q ftlr i/ einsetzen; p undjj' 
bedeuten dabei die ersten bekannten Glieder, q und q sind 
die Summen der folgenden Glieder. Die neuen Unbekannten 
sind q nnd '/', nnd man hat zu ihrer Bestimmung zwei Glei- 
chungen. Man wendet dann dieselbe Regel an, um die ersten 
tSliedcr von q und q , welche die zweiten Glieder der gesnchten 
Wurzeln sind, zu finden. Verfolgt man die Rechnung naob 
denselben Principien, so findet man die folgenden Theile der 
Wurzeln. 

Mau sieht, dasa die vorgelegten Gleichungen nur zwei mög- 
liche Lösungen besitzen. Die eine enthillt in den ei'sten Glie- 
dern die Potenzen — und — — von (j; keine andere Com- 

6 6 

bination würde gleichzeitig den zwei vorgelegten Gleichungen 
genügen können. 
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Betreffs der Regel, welche die ersten Glieder der Wurzeln 
kennen lehrt, beschränken wir uns auf die Aussage, dass man 
auch diese Bestimmung auf Constructionen zurückführen könnte ; 
durch dieses Mittel haben wir die ersten Glieder der zwei oben 
angegebenen Lösungen gebildet. Uebrigens ist die Aufsuchung 
der Exponenten dieser ersten Glieder ein Problem der Analysis 
der linearen Ungleichheiten; aber der Gebrauch von Construc- 
tionen kann auch hier diese Theorie ersetzen. Man würde 
zur Auffindung der ersten Glieder der Lösungen durch succes- 
sive Versuche von Combinationen von verschiedenen, den Ex- 
ponenten zuertheilten Werthen gelangen; [59] die Verwerthung 
der Theorie der Ungleichheiten oder diejenige der Construc- 
tionen ergänzen diese Versuche. Uebrigens ist diese Anwen- 
dung nur unvermeidlich, wenn die Anzahl der in die vor- 
gelegten Gleichungen eintretenden Glieder zu gross wäre; in 
diesem Fall können auch die Regeln nicht immer die Länge 
der Rechnung voraussehen lassen. Wie dies auch sei, jeden- 
falls bleibt es sicher, dass man immer zur exacten Bestimmung 
der ersten Glieder aller möglichen Lösungen gelangt. Die fol- 
genden Glieder entdeckt man ebenfalls allein durch Anwendung 
derselben Regeln; auch der Weg der Operationen vereinfacht 
sich mehr und mehr, denn diese Glieder können nur Expo- 
nenten besitzen, die niedriger als die schon bestimmten sind; 
diese Bedingung erleichtert die Untersuchung. 

Die soeben ausgesprochenen Sätze lassen sich auf alle 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten, welches auch ihre 
Zahl und ihr Grad sei, anwenden; die Operationen sind aber 
desto complicirter, je grösser die Zahl der Gleichungen ist. 
Dennoch ist es klar, dass die Auflösung mehrerer Buchstaben- 
gleichungen sich vermöge dieser Principien, ohne dass man 
auf die successiven Eliminationen zurückzugehen braucht, aus- 
führen lässt. Die Methode der Auflösung ergiebt im allge- 
meinen die Entwicklungen der Lösungen in unendliche Reihen. 
Der Gebranch dieser Reihen, oder besser die Berechnung der 
einzelnen ersten Glieder, soll hauptsächlich auf die Discussion 
der Curven oder der krummen Oberflächen, um ihren unend- 
lichen Verlauf zu betrachten, angewandt werden. Der allge- 
meinste Satz dieser Theorie lautet, die Auflösung mehrerer 
Gleichungeö ist von jedem Eliminationsprocesse unabhängig 
und muss in gleichzeitiger Berechnung aus den vorgelegten 
Gleichungen , ohne irgend welche Aenderung an den ursprüng- 
lichen Coefficienten vorzunehmen, bestehen. 
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XIV. 'ä) Das fünfte Ruch aoll nachweiaen, dass die in den 
voranfgehendeu Bllehern dargelegten I'rincipicn der algebra- 
iBchea Analysia aich auch auf tranaceudeute Fnnctiouen an- 
wenden lassen, nauptaächlich haben wir dabei diejenigen 
dieaer Functionen im Auge, welche die Mathematiker bis jetzt 
beti'achtet haben, zum Beispiel die, welche man in den Werken 
von Euler findet, oder die, welche mehrere Mathematiker nach 
einander in Unterauchuugen aus der Dynamik oder mathema- 
tischen Physik verwandt haben, [60] apeciell aber die von «ns 
in die Wärmetheorie eingeftlhrten. Wir betrachten die Glei- 
chungen, welche aus trunsceDdenten Ausdrucken, deren Werth 
aich, wie anch immer aonat die Natur der Fnnction sei, durch 
unmei'kliche Zuwächse ändert, gebildet sind; oder wenigstens 
betrachten wir die Theile irgend welcher tranacendenten Func- 
tionen, die sich so durch unmerkliche Zuwächse ändern. Aaf 
diese Art schliesst man aua, daaa in den Function stheilen, auf 
welche dieae Unteranchnngcn angewandt werden, die Werthe 
vom Positiven zum Negativen, ohne im Intervall Kuli zu werden, 
übergellen; wenn dieae Bedingung aber nicht statt hat, so 
hindert uichta, jeden Theil, in dem die ContinnitÄt besteht, 
separat ku prüfen. 

Die algebraischen ganzen Functionen haben den eigenthttm- 
lichen Charakter, sich immer dnrch fortgeaetzte IMfferentialioiieu 
auf einen conatanten Werth zn reduoiren; bisher haben wir 
diese Bedingung zugelassen. Man muss jetzt bemerken, d^ 
die Hauptsätze, zu denen wir geführt worden sind, nicht von 
dieser Bedingung abhängen. Um die Beweise einfacher zu ge- 
stalten, haben wir dieselbe zunächst vorausgesetzt; prUft m^ 
aber diese Beweise sorgfältig, so erkennt man, dass sie einea 
viel ausgedehnt er eu Gegenstand umfassen; es ist nicht nöthli;, 
dass die fortgesetzte Differentiation die Functionen auf cofl- 
atante Werthe reducirt. 

Es wurde zum Beispiel im ersten Buche bewiesen, dasS, 
wenn die Subatitntion der Grenze a in die Reihe dei &hga~ 
leiteten Functionen aller Ordnungen Resultate ergiebt, welcbs 
Glied für Glied mit denjenigen, welche ans der Snbstitntiou 
einer anderen Grenze b in dieselben Functionen liervoi^efaen, 
libereinstimmen, die Ilauplgleichung fj- = im Intervalle der 
zwei Grenzen keine Wurzel haben kann. Dieses Lemma ist 
wichtig, und wir haben von demselben oft bei verschiedenen 
algebraischen Untersnchungen Gebrauch gemacht. Es ist sicher, 
dasa dieser Satz sich nicht anf dieselbe Art auf algebraische 
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Functionen und transeendente Ausdrücke anwenden lässt. Ist 
zum Beispiel sin x die HauptfiiDctiou und sind die zwei Grenzen 
a und h bezüglich a und a-\-2 7r, so werden die zwei Reihen 
von Resultaten Glied fllv Glied dieselben sein. [61] Sun ist 
klar, Anss m&n hieraus nicht schliessen kann, die Oleichniig 
sin .r:=0 hal)e in diesem Intervall von a bis « + 2.t keine 
Wurzel ; der Beweis, den wii' von dem fragliehen Lemma ge- 
geben haben, beweist in diesem Falle, dass eine abgeleitete 
Gleichung einer gewissen Ordnung, wie /^"'(a-) = 0, zwischen 
den zwei Grenzen a und 6 nicht mehr Wurzeln haben kann, als 
die Gleichung /■C"*')[3') = von haherer Ordnung bei belie- 
bigem i in demselben Intervall besitzt. Dieser Satz hangt nicht 
von der Natur der zu differentirenden Function ab ; mit diesem 
Schluss muaa man sich zufrieden geben; denn das Intervall 
der Grenzen ist zu gross, als dass die ersten Substitutionen 
die Grenzen jeder Wui'zel angeben können. 

XV. Wir wollen jetzt vier allgemeine Sätze aussprechen; 
sie dienen, wenn luiiu die Principien der a^ebraischen Ana- 
lyaia auf die transcendenten Fnnetioneu anwendet , znr Re- 
atimmung der Grenzen und Werthe der Wurzeln. 

1. Im ersten Buche sind gewisse Relationen angegeben; 
diese verknüpfen die ganzen Zahlen, die wir Indices nannten 
nnd die den abgeleiteten Functionen entsprechen, unter aicb. 
Wörde man für eine gewiase Function f^''^■^), die in der Reihe 
der Abgeleiteten von f[.i-) liegt, den Indes * kennen, wobei a 
nnd b die zwei Grenzen aind, auf welche dieser Index sich 
bezieht, ao würde man schliessen, dass die Gleichung f^"^■>^) = 
im Intervall dieser Grenzen nicht mehr als ( Wm'zeln haben 
kann; d. h. hätte man die Gleichung /■("){jr)^0 zu lösen, so 
mÜBsto man eine Anzahl i ihrer Wurzeln zwischen a und /' 
snche^ Betrachten wii' dann die abgeleitete Gleichung, die 
links von /''"'(xj steht, nämlich /'^"'•''^[j'), und bezeichnen wir 
mit i' den neuen, /■(''■^')(i) entsprechenden Indes so wird 
man schliessen, dass man bei der \nfltsung der Gleichung 
jr{n+i)j,r) =^ eine Anzahl i" diesei l\uizeln in demselben 
Intervall der Grenzen a nnd ' suchen muaa Die Indices * 
und i können, wenn die Function f{> tianscendent ist zu- 
nächst nnbekannt sein, abei zwischen diesen zwei Indices be 
steht eine nothwendige Relition Die Zahl ; ist i odei i — 1 
oder i-\- 1, und man erkennt immei welehei dieser diei Fälle 
statt hat. Es genügt, die Resultate dei Subilitutiou lon a in 
f(.")lx) und f'"*') r) mit den Reanltaten dei Substitution lon 



l> in dieselben Functionen nn vergleichen. Hau wiid also Fol- 
gendes hinschreiben: 

[62] /■'"'!(«), /■'»li«), 

nnd prttfeu, ob die ans den zwei anfein an derfo Ige nden tiliedem 
^(''+'){a), fW[a': hervorgehende Combination ein Zeichen- 
wechsel oder eine Zeichenfolge ist. Dann wird man sehen, 
ob die Combination der zwei aufeinanderfolgenden Glieder 
/■("■'' O^i)^ f^"'(h) ein Zeiehenwechael oder eine Zeichenfolge iat. 
Ist die au9 den Subatitationen hervorgehende ConibinatioD in 
der ersten wie in der zweiten Reihe ein Zeich enwech sei, oder 
iät diese Combination sowohl in der ersten als auch in der 
zweiten Reihe eine Zeichenfolge, so ist der neue Index i' der- 
selbe wie der voranfgehende (*. Ergiebt aber die erste Keihe 
eine Zeichenfolge, welche in der aweiten Reihe einem Zeiehen- 
wcchsel entspricht, so hat man i= i' — 1. Entspricht end- 
lieh ein Zeichenwechsel in der ersten Eeihe einer Zeichenfolge 
iu der zweiten, so hat man i = i' -\- 1. Diese Sätze resultären 
aus der im ersten Buche zur Bildung der Indicea, welche den 
snccessiven Derivirten entsprechen, gegebenen Regel und hängen 
nicht von der Natur der Function /'^"^[j^) ab. In der That 
beruhen diese Sätze auf dieser allgemeinen Voraussetzung, dsaa, 
wenn die eingesetzte Zahl sich durch unendlich kleine Zuwächse 
vermehrt, die Reihe der Vorzeichen, wenn die eingesetzte Zahl 
gleich einer Wurzel wird, einen Vorz eichen wechael verliert. 
Die Wahrheit dieser Bemerkung ist nnn nicht auf die algebrii- 
isehen Functionen hesohrftnkt; es ist dies eine Kigensehaft 
jedes Schnittpunkte a, wie anch immer die Figur der Curve ist, 
welche die x-A\e, schneidet. 

Man ersieht daher, daas, wenn der einer abgeleiteten Func- 
tion entsprechende Index bekanut ist, man die Indices, welche 
für dasselbe Intervall der zwei Grenzen a und b der vorauf- 
gehenden oder folgenden Function entsprechen, leicht be- 
stimmen kann. Sind zum Beispiel die Resultate der Substitu- 
tion von « in die ganze Reihe der abgeleiteten Functionen 
dieselben wie die Resultate der Substitution von h in diese 
Functionen, so erleidet der Werth des Index i keine Äende- 
rniig, so dass die Uleichung /''"J [x] = zwischen den Grenzen 
II and b nicht mehr Wui-zeln haben kann, als eine andere 
abgeleitete Gleichung /t''+j) [x' = bei beliebigem Werth der 
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Zahl j zwischen denselben Grenzen besitzt. [63] Ist die ur- 
sprüngliche Function fx die linke Seite einer algebraischen 
Gleichung, so ergiebt die fortgesetzte Differentiation sicher, 
wenn m der Grad der vorgelegten Gleichung ist, eine Con- 
stante /'^*")(a;). Man gelangt dann zu einem ersten Index, 
welcher augenscheinlich Null ist. Da in dem Beispiel alle 
Indices die gleichen sind, so folgt, dass die ursprüngliche Glei- ' 
chung f{x) = keine Wurzel in diesem Intervalle haben kann ; 
dies ist das Lemma des Artikels XXXIV des ersten Buches. 
Ist die Hauptgleichung fx = nicht algebraisch, so ist es 
klar, dass man nicht denselben Schluss ziehen kann; aber 
man wird wenigstens die Relation kennen, welche zwischen 
einem Index i, der einer mit f^^^(x) bezeichneten Derivirten 
entspricht und dem Index i\ welcher der Derivirten von einer 
um eine Einheit weniger hohen Ordnung, nämlich t^^^^^ix), 
entspricht, besteht. Folglich wird man durch dasselbe Mittel 
die Relation des Index i der Function /"^^^ [x) mit dem Index j 
der Hauptfunction fx bestimmen; würde man i kennen, so 
könnte man den Werth von j herleiten. Wir werden beweisen, 
dass man immer ein gewisses Intervall J ^ für welches der 
einer Function f^^^[x] entsprechende Index Null ist, angeben 
kann. Geht man daher von dieser Function bis zur Haupt- 
function fx^ so wird man die Indices der anderen Functionen 
für dasselbe Intervall bestimmen und auf diese Art die An- 
zahl der Wurzeln der vorgelegten Gleichung /x = 0, welche 
man dort suchen soll, erkennen. 

2. Bezeichnet fx eine bestimmte transcendente Function, 
und Ä einen gegebenen Werth der Variablen ic, so kann man 
stets ein solches Intervall z/ bestimmen, dass eine gewisse ab- 
geleitete Gleichung /*(^^ [x] = im Intervall von A\A^ A-{- J 
keine Wurzel haben kann; der diesem Intervall eigenthümliche 
Index i ist dann sicher Null. Die vorgelegte Gleichung fx = 
ist nach unserer Annahme bestimmt, d. h. der Ausdruck fx 
bestimmt den Werth der Function fx für jeden Werth der 
Variablen x völlig, entweder ergiebt er diesen Werth exact 
durch eine endliche Anzahl von Operationen, oder er ergiebt 
angenäherte Werthe, die so wenig wie man will differiren, 
dies letztere tritt zum Beispiel ein, wenn fx durch eine con- 
vergente Reihe gegeben ist. Würde der Ausdruck f{x) nicht 
für jeden Werth der Variablen den Functionswerth bestimmen, 
so könnte man sich die Aufgabe die Gleichung f{x) = auf- 
zulösen nicht stellen. [64] Wie auch die Natur des Ausdruckes 
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/■(/') Beia möge, immer kann man mit dessen Hülfe erkennen, 
ob füi irgend einen Wertli A der Variablen j: der Fuactiona- 
werth f{x) grösser oder kleiner als eine vorgegebene Zahl B 
ist. Der Änadnick f{j-) ergieht auf diese Art den Fnnctions- 
werth f{Ä} entweder esact oder durch eine convergente Keihe 
, oder dnrch einen anderen Proceaa, welcher für diese I^ihe 
tritt nnd vermöge dessen man die Grenzen für den Werth von 
f{A) unbegrenzt näher bringen kann. Ebenso verhält ea sieh 
mit jeder abgeleiteten Function von beliebiger Ordnung; denn, 
da die Mauptfunction völlig bestimmt ist, so ist die Flu3:ion 
irgend welcher Ordnung auch bestimmt. Hieraus folgt dann 
ati'eng, daaa, wenn man mit A irgend einen voi^egebenen Werth 
der Variablen x bezeichnet, man immer ein aolehea Intervall ^ 
bestimmen kann, dass für eine Derivirte irgend welcher Ord- 
nung /'''*' [a:) die Gleichung /'^'"'(j;) ;= in dem Intei-vall von 
A bis A-^ ^ keine Wurzel haben kann, d. h. dass alle Werthe 
von f^''^{jr] in diesem Intei'valle dasselbe Vorzeichen haben. 
Wie auch der Anadi*uck für f[x) beschaffen sei, hat er zum Bei- 
spiel die Foi-m einer Reihe, ao setzt die Convergenz der Reibe 
eine Bedingung der Ungleichheit, welche folglich in der ganzen 
Anadehnung eines gewissen Intervalls besteht, vorana. In 
diesem Intervalle kennt man zwei vei'schiedene Functionen, 
welche als Grenzen für den Werth von /"'^'"'(a;) dienen, nnd 
man kann den Zuwachs z/ so bestimmen, dass beide Grenzen 
für /'*'''(.r) im Inter^'all von A his A-\- J Resaltate von dem- 
selben Vorzeichen ergeben. Hierana schtieaat man, dass keine 
Wurzel der Gleichung f'.^'i{x)^0 zwischen A und A-^-^ 
geancht werden darf; in diesem Intervall ist der Index • 
sicher Nnll. 

Mittelst des ersten Satzes bestimmt man dann den Werth 
des Index, welcher für dasselbe Intervall der Hauptgleichnng 
entspricht. Obgleich die vorgelegte Function f{x) nicht alge- 
braisch ist, so geUngt es trotzdem, die Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung f[x) ::= 0, die man in dem fraglichen Intervalle 
suchen muas, zn erkennen; auf jedes der folgenden Intei-valle 
lässt sieh derselbe Process anwenden. Man findet daher die 
Intervalle, in denen die Wurzeln zu suchen sind, und bestimmt 
mit Hülfe der in den ersten Büchern auseinandergesetzten 
Regeln die Natur und die Grenzen der Wuraeln. 

[65] Im fünften Buche haben wir verschiedene Beispiele, 
welche diese Anwendung der Principien der algebraiachen 
Analysis aufzuklaren geeignet sind, angegeben. Die Anwen- 
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duug beruht auf dem allgemciDeii Begriff der Zeiclieu Wechsel 
und Zeichenfolgen; ea hie.sse einen bedeutenden Theil der 
algebraischen Kunst abschneiden, wollte man diese Begriffe 
nicht in die Theorie der Irans een de nten Fiinutionen einfuhren. 
XVI. 3. Wenn eine transcendente oder algebraische Func- 
tion fp{x] vorgelegt ist und man alle reellen oder imaginären 
Werthe des x, nämlich u, ß, y, Ö, . . ., welche die Function 

fp{x) annnllirea, abzählt und das Prodnct |l j, jl — — |, 

11 - — j, ■ ■ ■ aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln 

der Gleichung if{j-) := entsprechen, mit fir] bezeichnet, ao 
wird dieses Prodnct von tf (x) verschieden sein können Pie 
Function <p{x) kann, anstatt f{x} äquivalent zu sein, das Pro- 
dnct eines ersten Factors f{x} in einen zweiten !< [Xj werden 
Dies wird eintreten können, wenn der zweite Factor I''[x) fflr 
jeden reellen oder imaginären Werth, den man dem x giebt, 
nicht aufhört, eine endliche Grösse zu sein oder wenn dieser 
zweite Factor nur dni'ch die Substitution von Werthen des x^ 
die den ersten Factor f(x) unendlich gross machen, Null wird. 
Umgekehrt hat die Gleichung F{x) = Wurzeln und wird 
durch jene der Factor f[x) nicht unendlich gross, ao ist das 
Prodnct alter Factoren ersten Grades, welche den Wurzeln von 
'P (■*■) = entsprechen, sicher mit dieser Function rp (jj äqui- 
valent*). 



i 



*] 1. Esistirte ein Factor F(x], welcher fflr keinen reellen oder 
jinaginUren Werth des x Null werden könnte, wBre zum Beispiel 
Flxj eine Constaute Ä und f:x] = sin r.. so würden alle Worieln 
von Ä sin j: =; dieselben wie die von sin j; = sein; das Pro- 
dnct aller eini'aeken Factoren. welnhe den Wurzeln von .1 sin r = 
enMprecben, würde nur ain x und nicht -1 sin x ergeben. Ebenso 
würde es sein, wenn der Factor Fx keine Constaute wäre und ein 
Factor Fx esistiten künnte, welcher fllr Jeden reellen oder imagi- 
nären Werth, den man dem x ertheilt, nicht aufhüreu würde, einen 
endlichen Werth »u haben; dann würden alle Wurzeln der Glei- 
chung ein X ■ Fx =^ auch diejenigen von sin j; = sein ; denn 
das Prodnct sin x ■ Fx künute man nur. wenn man sin x zu Null 
macht, annnlltcen. Daher würde dag Prodnct aller Factoren, die den 
Wurzeln von rpx—0 entsprechen, sina: und nicht ein x ■ Fx ergeben. 
Han sieht also, iu diesem Falle wäre es möglich, dass d.ia Prodnct 
aller einfachen Factoren nicht <px ergiebt. 

2. Hat die Gleichung Fx = Wurzeln, die reell oder imaginär 
Bflin können, — dies schliesBt den Fall, in dem Fx eine Conatante 
oder ein Factor mit stets etidlicheni Werthe ist, ans — und wird 



[66] 4. Ist eine algebraisclie oder traDMcendente (ileichung 
ff [,r] ^ 0, welche aus einer eadliclien oder nnendliohen Anzahl 
von reellen oder imaginären Factoren: 



gebildet ist, gegeben, so findet man die Anzahl der imaginären 
Wurzeln, die Grenzen der reellen Wurzeln und die Werthe 
dieser Wurzeln durch die in den ersten Büchern auäeinander- 
geaetzte Methode der Auflösung, welche sowohl fOr den Fall, 
daas die fortgesetzte Differentiation '/■'(a;) auf einen constanten 
Factor zurückführt, alg auch in dem Falle, dass die Diffe- 
rentiation unbegrenzt fortgeführt werden kann, genau dieselbe 
ist. Die Gleichung ifx = hat genau ebenso viele imagtnäre 
Wurzeln als es reelle Werthe des x giebt, die, in eine zwischen- 
liegende abgeleitete Function eingesetzt, für diese Function 
Null und für die voraufgehende und die folgende abgeleitete 
Function zwei Resultate desselben Vorzeichens ergeben. Ge- 
lingt es also zu beweisen, dass keiu reeller Werth des x exi- 
Btirt, der eine abgeleitete zwischenliegende Fonction znro Ver- 
schwinden bringt und der voraufgehenden und folgenden Fii&e- 
tion dasselbe Vorzeichen giebt, so hat die vorgelegte Gleichnng 
sicher keine imaginäre Wurzel. Prüft man zum Beispiel den 
Ursprung der t ran scen deuten Gleichaiig: [61] 

fl) = 1 — — -i "^ . ..-} ^ -..,485 

^ ' 1 ^(1-2)' [l-2.3)*^(1.2-3-4f '' 

die Function fj- durch die Wurzeln von F:c unendlidi, 80 wird 

dasProduct /'j' Fj" ^ und kann einen von ifx sehr verachiedenen 

Werth iiaben. Ergeben aber die Wurzeln von Fx = fllr fx einen 
endlicheu Werth, so würde das Product fx ■ Fx. wenn fV = Igt. 
Nnll werden. Nun würde die vollHtüDdige Abzählnng der WnraalB 
der GleichnuK <fx = 0. oder fx ■ Fx = die Wurzeln von Fx. = 
umfaeBeu. Durch fx haben wir aber das Product aller einfachen 
Factoren. welche den Wurzeln von ifx — entsprechen, dargestellt; 
daher würde ee gegen die Annahme sein, zuzaiasnen, dasa es anch 
einen anderen derartigen Factor Fx, düasen Wurzeln anch Faotoron 
von tpx eind, giebt Dies würde voritussetzon , dass man keine 
vollatändige Abzahlung der Warzeln der Gleichung if-x = vor- 
genommen hatte, denn man bat dae Product der eiufiichen Factoren, 
welche den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, allein durch fx 
ansgedrilckt. 
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so haben wir bewiesen, dass sie aus dem Producte einer un- 
endlichen Anzahl von Factoren besteht. Betrachten wir eine 
gewisse recurrente Relation, welche zwischen den Coefficienten 
der abgeleiteten Functionen verschiedener Ordnungen besteht, 
so erkennt man die Unmöglichkeit, dass ein reeller, in drei 
aufeinanderfolgende abgeleitete Functionen eingesetzter Werth 
von X die zwisehenliegende Function annuUire und für die 
voraufgehende und folgende Function zwei Resultate desselben 
Vorzeichens ergebe. Hieraus schliesst man mit Sicherheit, 
dass die Gleichung (1) keine imaginären Wurzeln haben kann. 

Die im ersten Buche angegebene Regel, durch welche man 
leicht erkennt, ob die zwei Wurzeln, welche man in einem 
Intervall suchen muss, reell sind oder in diesem Intervall ver- 
loren gehen, lässt sich direct auf jede algebraische oder trans- 
scendente Gleichung, die so ans einer endlichen oder unend- 
lichen Anzahl reeller oder imaginärer Factoren gebildet ist, 
anwenden. Ebenso verhält es sich mit den in den ersten 
Büchern gegebenen Theoremen betreffs der linearen Annähe- 
rung; bei diesen bestimmten wir zwei Grenzen, von denen 
die eine stets grösser, die andere stets kleiner als die Wurzel 
war, um hierdurch die lineare Annäherung zu regeln. Das 
Maass der Convergenz ist von derselben Ordnung, wie wenn 
die Gleichung algebraisch wäre. Wie auch immer die Natur 
der algebraischen oder transcendenten Function ist, so wächst 
die Anzahl der exacten Ziffern, die man bei jeder Operation 
bestimmt, nach demselben Gesetz; der Charakter der linearen 
Annäherung ist nicht den algebraischen Functionen allein 
eigenthümlich ; er ist durch die Ai-t der successiv^en Substitu- 
tionen bestimmt und gehört allen Functionen an. 

Bei dieser Analyse des fünften Buches haben wir soeben 
die Sätze, welche dazu dienen, die Methode der Auflösung 
der bestimmten Gleichungen zu verallgemeinern, angegeben. 
Wollte man diese Methode auf die algebraischen Functionen 
beschränken, so würde man sich nur eine sehr unvollständige 
Idee bilden. Es ist klar, dass sie auf alle Arten von Func- 
tionen passt. Die verschiedenen Beispiele, auf welche wir 
diese Principien angewandt haben, machen diesen Schluss noch 
klarer. [68] 

XVII. Der Gegenstand des sechsten Buches ist die Dar- 
legung der Beziehungen der recurrenten Reihen zur Theorie 
der Gleichungen. Diese Beziehungen sind viel ausgedehnter, 
als man bisher dachte. Wir erkannten, dass sie alle Wurzeliv-, 
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sowoLl die reellen wie die imaginären, umfassen, und dasa 
man mit dieser Methode alle Coeffleienten aller Faktoren irgend 
welchen Grades bestimmen kann. Den ersten Gedanken, wel- 
cher 211 diesem Gebrauch der recurrenten Reihen geführt hat, 
kann man in Newtons Werken finden, aber Daniel Bernouüi 
muas immer als hauptsächlichster Erlinder betrachtet werden. 

Wir erinnern znnächst an die Eigenschaft, welche als Fundar 
ment für diese Methode dient. In den als recurrent bezeicli- 
neten Reihen folgt jedes Glied aus den voraufgehenden ver- 
möge einer constanten und aehr einfachen Relation. Um all- 
gemein ein Glied einer recnrrenten Reihe zu bilden, bezeichnet 
man eine gewisse Anzahl ihm unmittelbar voraufgehender Glieder 
und multiplicirt diese Glieder mit constanten Zahlen, die posi- 
tiv oder negativ sind; addirt man die Prodncte, so ist die 
Summe das gesuchte Glied. Die Reihe iat von der Ordnung m., 
wenn man zur Bildung eines Gliedes die m ihm unmittelbar 
vor aufgehe« den Glieder nimmt. IHe Reihe der i'i constanten 
Zahlen nennt man die Scala der Reihe. Um eine Reihe dieaer 
Ordnung zu bilden, genügt es, die ersten mGlieder der Reihe 
lind die Beziehungsscala zu kennen. Offenbar kann mim 
dann alle folgenden Glieder ableiten und die Reihe l'urtgeaetzt 
verlängern. Setzt man diese Definitionen als bekannt vorauB, 
so besteht die Regel von Daniel Bernoulli in Folgendem"}: 

Es sei eine algebraische Gleichung: 

a;"'_|_ttx"'-'-|-&x'"~*-|-ca;"'-^-|- ■■ ■ +g-r. + l' =^0, 

in welcher die Coeffieienten a, h, o, . . . g, h bekannte Zahlen 
sind, vorgelegt. Man schreibt eine Anzahl m von willkürlich 
genommenen Werthen als die m ersten Glieder einer recnr- 
renten Reihe hin ; zum Beispiel kann man voraussetzen, daas 
diese ersten Glieder alle der Einheit gleich sind. AI« Be- 
ziehnngsscala der Reihe wird man die Coeffieienten — o, — b,- 
— ':, ... — y, — /[ der Gleichung nehmen und die Reihe 
immer weiter fortsetzen, indem man jedes neue Glied vermöge 
der ihm unmittelbar vor aufgeh enden ?h Glieder berechnet. [69] 
Man wird so eine recurrente Reihe, deren erste wiGlieder 
willkürlich sind, bilden; diese wird aber im ganzen übrige^ 
Verlauf eine mit der vorgelegten Gleichung nothwendige Be- 
ziehung aufweisen. 

Dividirt man dann jedes Glied der recnrrenten Reihe durch 
das ihm voraul'gehende, so bildet man eine Reihe von Qno-' 
tienten; der Autor der Regel beweist dann, dass diese Reihs 
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vun Quotienten melir und mebr nacli einer Wurzel der Glei- 
i'LuDg convergiit. Jeder Quotient ist ein Nftherungswerth dieser 
Wurzel, und diese Werthe werden immer exacter. Sie diffe- 
riren nur noch in den letzten üecimalziffeni : so gelangt man 
allein durch elementare Reehnungsoperationen dazu, die Wurzel 
so genau, wie man es wünschen kann, zu erkennen. 

Eider hat die soeben auageaprochene Regel im DätsU ent~ 
wickelt; sie ist der Gegenstand des 17. Capitela der Inlrn- 
doctio in analysim infinitorum. Die so durch die recnrrente 
Reihe liestimmte Wurzel ist die gröaste von allen, d. h. sie 
enthält, wenn man vom Vorzeichen absieht, am meisten Ein- 
heiten. 

Man denke sich jede der Wurzeln ins Quadrat erhoben 
und die Quadrate nach Ordnung der Grösse angeordnet; man 
wird so die Ordnnng der Wurzeln von der gi'jjssten bis zur 
kleinsten bezeichnen. Hat die Gleichung imaginäre Wui'zeln, 
30 bestimmt man die Ordnung, nach welcher die Wurzeln ge- 
ordnet werden mllssen, auf folgende Weise. Man denke je 
zwei der conjugirt imaginären Wurzeln mit einander multipli- 
cirt ; das immer reelle Product ist es, welches, mit dem Quadrat 
jeder reellen Wurzel verglichen, den Platz angiebt, welchen 
das Paar der zwei conjugirt imaginSreu Wurzeln in der Reihe 
der Wurzeln einnehmen muss. 

Die reoui-rente Reihe lässt die erste Wurzel, wenn sie 
reell ist, erkennen ; ebenso die kleinste Wurzel, wenn sie reell 
ist, 31nd die imaginären W^urzeln der gi'öasten Wurzel nnt«r^ 
geordnet, d. h. ist das Product zweier conjugirter Wurzeln 
kleiner als das Quadrat der ersten Wurzel, so bestimmt man 
diese erste Wurzel durch den soeben auseinander gesetzten Pro- 
cess; sie ist dann noch die Grenze, welcher sich die conver- 
gente Reihe der continuirlichen Quotienten beständig nähert. 
[70j Nimmt aber ein Paar imaginärer Wurzeln den erstan 
Platz ein, so ergiebt die recnrrente Reihe kein Resultat. Bildet 
man den Quotienten ans Jedem Gliede durch das vorauf gehende, 
so ist die Reihe dieser continniTlicheu Quotienten nicht mehr 
convergeut; sie ergiebt vage und ungleiche Werthe, die sich keiner 
bestimmten Grenze nähern. 

In den Noten zu dem Traite de la räaolution des equa- 
tiouH numeiiques erinnert Lagrange an die von Dankl Btrnoulli 
gefundene Regel und die Bemerkungen von Ettler, welche die 
Ausnahmestellung der imaginären Wurzeln betreffen. Der Ver- 
fasser dieses Werkes fügt hinzu, dass mau diu'ch denselben 
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Process, wiö der Erlinder ihn vorgesc hingen hat, irgend 
Wurzel bestimmeu kann, wenn man im voraus die Grenzen, 
welche diese Wurzel von allen anderen trennen, kennt; ferner 
zeigt er, dasa die Art der Operation analog der Regel der 
^fwtori'schen Annäherung iat. Da diese Anwendung; aber eine 
.sichere Methode zur Beatimninng der Grenzen der Wurzeln 
erfordern würde, so betrachtet ev diese Verwendung der recur- 
renten Reihen mit Ueoht als sehr im vol Istfindig, sowohl weil 
die Regel im Falle der imaginären Wurzeln im Stiche laset, 
als auch weil die vorherige Bestiinmnng dei' Grenzen für jede 
Wurzel niHhig ist. 

XVm. nie Sueben auseinandergesetzten Einzelheiten lassen 
auf eine positive Art die Natur der Frage, welche zw behan- 
deln war, und ihren gegenwärtigen Zustand erkennen. Die 
ausserordentliche Einfachheit dieser Methode und die NQtzlicb- 
keit ihrer Anwendungen, welche Euhr in volles Lieht gestellt 
hat, haben mich veranlasst, mit Soi^falt zu prüfen, ob mtm 
sie nicht auf alle Wurzeln, sowohl die reellen wie die irai^i~ 
nlren, ansdehnen könnte, und welche allgemeinsten Beziehnn^n 
zwischen recurrenten Reihen und der Theorie der Gleichungen 
existii'en. Diese Analyse bot folgende Fragen, die ich säiamt- 
lich lüste, dar. 

Erstens: welches iat das exacte Maass der Convergenz der 
Annähening? 

Zweitens: kann man einen analogen Process anwenden, 
nm die zweite, dritte und allgemein alle reellen Wurzeln der 
voi^elegten Gleichung zu finden, ohne dabei auf irgend eine 
andere Methode nur Bestimmung der Grenzen dieser Wnrzeln 
zurflckzngehen ? 

[71] Drittens: kann mau, wenn die gesuchten Wurzeln 
imaginär sind, auch noch die recurrenten Reihen anwenden, 
lind wie leitet man dann immer bessere Näherungswerthe fUr 
den reellen und den im^nären Theil Jeder Wurzel her? 

Jetzt will ich die Lösung der drei voran fgehenden Fn^n 
angeben; diese Auseinandersetzung wird, nm den Gegenstand 
und die Resultate des sechsten Buches klar erkennen zn lassen, 
genfigen. 

Wendet man die Reihe von BemnulU auf eine Gleichung 
mit reeller erster Wurzel an, so convergii-t die Reihe der Qno- 
tienten nach dem Werthe der Wurzel, und die schliessliohen 
Abweichungen der AnnilUernngen nehmen wie die Glieder wner 
geometrischen Reihe, bei welcher der Quotient zweier anf^- 



Li 



Die AnfUisüng der beatimmten Gleichungen. 07 

underfolgender Glieder eiu Brncli ist, ab. Uieaer Bruch iat, 
wie mau bei der ersten Prüfung erkennt, daa Verhfiltniaa zwi- 
schen der zweiten nnd ersten Wurzel. Haben die erste und 
zweite Wurzel veraehiedene Vorzeichen, — diese Bedingung 
kann man immer leicht herbeiführen — , so sind die Nähernnga- 
wertho abwechselnd zn groBs und zu klein. Die zwei auf- 
einanderfolgenden Werthen gemeiusamen Ziflfern gehören noth- 
wendig der gesuehten Wurzel au. Diese Eigenschaft findet 
sich nicht bei den Newton' sr^htm Annäherungen. 

Die sehr bemerkens werthen Anwendungen, welche Euln- 
von der Methode der recurrenten Reihen gemacht hat, be- 
weiaeu, dass sie in einer grossen Zahl von Fällen nützlich 
ist; aber der Weg der Berechnung erscheint uns im allge- 
meinen nicht acLnel! genug. Daher betrachten wir die Eigen- 
schaften der recun'enten Ueihen nicht von diesem Gesichts- 
punkte. Das Hauptmerkmal, welches wir im Auge haben und 
das diese Methode von allen andei-en unterscheidet, ist, dass 
sie keine vorherige Kenntniss erfordert; femer geht aus 
unseren Untersuchungen hei-vor, dass derselbe Process sowohl 
die reellen als auch die imaginären Theile aller Wurzeln 
bestimmt. Dieser Satz erscheint in gewisser Beziehung in 
dem Werke von Daniel Bei-nouUi, und besonders in dem von 
Etihy angekündigt; er erforderte aber die vollständige Lösung 
der zweiten und dritten Frage. Dieselbe besteht in Folgen- 
dem: 

Deuken wir, dasa man die ursprltngliobe recurrente Reihe, 
die sofort ana den Coefficienten der vorgelegten Gleichung 
hervoi^eht, und deren erste Glieder wiUkltrlich genommen sind, 
bildet. [72] Bezeichnen wir die nach der Ordnung der Grösse 
angeordneten Wurzeln der Gleichung mit s, l, u, n, x, . . . ., 
J-, 5, G, I), B, .... seien die Glieder der recmTenten Eeihe. 
Ist die Wurzel, welche den ersten Rang einnimmt, reell, so 
nähert man sich ihr mehr nnd mehr und fortgesetzt, wenn 
man jedes Glied durch das voranfgehende dividirt; hierin be- 
steht die achon bekannte Regel; so findet man aber nur die 
erst« Wurzel. Um die folgenden Wurzeln zu bestimmen, wird 
man vier aufeinanderfolgend e Glieder A, B, C, D nehmen, 
dann bilde mau das Product A-D der zwei äusseraten Glieder 
und Bubtrahire davon das Product B C der zwei mittleren Glieder ; 
den Rest AD — BC achreibe man unter die erste Reihe, ebenso 
operire raan bezilglich je vier anderer aufeinanderfolgender 
Glieder B, C, D, E; C, D, E, F\ u. s. w. Auf diese Art 
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gewinnt man eine zweite, aiiii der erateu hergeleitete 

"i ß, /'; ä, t, . . . . Wir werden mm beweisen, dass 1. 

zweite Reibe reeuxrent ist, 2. die fortgesetzten QnotieDten 

a y ä 

— , -^, ■ . . . . haben die Summe .v + t der zwei ersten 

li' (i' y' ^ 

Wurzeln der vorgelegten Gleichung als Grenze'^); da die erste 

der Wurzeln durch eine voraufgehende Operation bekannt ist, 

so kennt man mithin den Werth t der zweiten Wurzel. 

Wählt man an der SteÜe von vier aufeinanderfolgenden 
Gliedern der ersten Reihe nur drei aufeinanderfolgende Glieder 
-1, B, C, und subtrahirt von dem Producte A-C der ilussersten 
[las Quadrat B'^ des mittleren Gliedes, wobei man alle Reste 
unter die ursprüngliche Reihe schreibt, so bildet man eine 
zweite Reihe; man beweist dann: 1. diese zweite Reihe ist 
recHiTent; 2. die Reihe der aufeinanderfolgenden Quotienten, 
welche diese Reihe ergiebt, convergirt und hat das Product 
st der zwei ersten Wurzeln der vorgelegten Gleichung zur 
Grenze. 

Aehnlich würde man die drei ersten Wurzeln n, t, u der 
Gleichung bestimmen. Zu dem Zwecke würde man die nr- 
sprtingliche Reihe bilden und dni'ch die Regeln, welche wir 
angaben, drei andere recurrente Reihen herleiten. Die erste 
würde durch die convergente Reihe ihrer Quotienten die Soinme 
« + ' + w tier drei ersten Wurzeln kennen lehren; die zweite 
würde die Summe s t + s u -\- tii der Producte je zweier, die 
dritte Reihe das Product sttc bestimmen. 

[73] Ebenso verhält es sieh mit allen anderen Wurzeln 
der voigelegten Gleichung, man wurde sie, in welcher Zahl 
sie auch immer vorhanden wären, der Reihe nach bestimmen, 
um allgemein der Ordnung nach alle Wurzeln zn bestimmen, 
bildet man zuerst die Reihe der fortlaufenden Quotienten, 
deren Grenze der Werth von s ist. Dann leitet man aus der 
ersten recurrenten Reihe diejenigen her, welche geeignet sind, 
die Summe s -\- t, dann die Summe .« + i + m, dann die Summe 
der vier ersten Wnrzeln, n. s. w, kennen zu lehren. 

Es bleibt uns noch tlbrig, auch die Lösung der dritt«n 
Frage beztiglich der imaginären Wnrzeln anzugeben. Nach 
dem soeben Gesagten kann man: 

1. die recurrente Reihe, aus der man die Säherungswertlio 
der ersten Wurzel herleitet, 

2. eine zweite Reihe von Quotienten, welche den Wertk 
des Productes s l ergiebt, 
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I 3. eine dritte Reihe, welche das Product s . t. u der drei 

erstes Wnrzelu ergiebt, 
TL s. w. bilden. 

lat die erste Wurzel imaginär, d. h. flhertrifft das l*rüdnct 
TOn zwei conjugirt imaginären Wurzeln das Quadi'at jeder 
reellen Wnrzel, so ergiebt die erste Reihe kein Resultat; die 
Reihe der fortlaufenden Quotienten wird, wie dies schon Euler 
bemerkt hat, divergent und vag sein. Wir zeigen nun, dass 
in diesem Falle die zweite Reihe der Quotienten convergetit 
ist und dass die Reihe dieser fortlaufenden Quotienten das 
reelle Product s-t der zwei imaginären Wurzeln wird. 

Ist die dritte Wurzel u reell, so ist die dritte Reihe der 
Quotienten convergent. 

Wäre die dritte Wnrzel n imaginär, so würde das üegeutheil 
stattfinden; in diesem Falle würde aber die vierte Reihe der 
Quotienten , welche s . I . i( . v entspricht , nothwendig con- 
vergent sein. 

Dieselben Sätze lassen sich auf die nach den vorstehenden 
Regeln zur Bestimmung der Summen s-\- t, s -|- ^ + «* u- s. w. 
gebildeten Reihen iinwenden. Legt man allgemein diese Regeln 
stets zur Berechnung der aufeinanderfolgenden Grfisaen s, .■< f, 
sl-n, n. s. w. oder s-ht, s-\-i-\-u, u. s. w. zu Grunde, so 
kann es nicht zweimal hintereinander vorkommen , dass die 
Reihe der Quotienten divergent ist. [74] Zwei aufeinander- 
fo^nde Reihen können alle beide convergente Reihen ergeben, 
aber sie können nicht alle beide divergent sein; für eine von 
beiden hat die Reihe der Quotienten eine feste Grenze, welche 
der gesuchte Werth ist. 

Ans diesen Resultaten geht hervor, dass zur Kenntuisa 
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung es für alle Falle ge- 
nögt, die Reihen, welche sich auf die successiven Producte 
und auf die successiven Summen der Wurzeln beziehen, zu 
bilden. Mau wird so immer besser angenäherte Werthe filr 
alle reellen Wurzeln erlangen und, was bemerkena werth ist, 
fttr jede imaginäre Wurzel den reellen Theil dieser Wurzel 
und den Coefficienten des imaginären Theiles kennen. Dies 
ist der weitgehendste Gebrauch, den man von der Methode 
der recurrenten Reihen raaohen kann. Diese Reihen haben 
also in der That sehr allgemeine Eigenschaften für die Theorie 
l der algebraischen Gleichungen : das Studium dieser Beziehungen 
B Ist der eigentliche Gegenstand unseres sechsten Buches. 
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im veränderliche Function aller Wurzeln einer l.ileichuug, d. h. 
ein Ausdruck, in dem diese aämmtlicb auf dieselbe Art auf- 
treten, vermöge der Coefficienten der Gleichung durch eine 
Gleichung ersten Gradea gegeben wird. Dieser bemerkena- 
werthe Satz hat seinen ersten Ursprung in den Theoremen 
von Franz Fietoi"), eiuem der ersten Begründer der Theorie 
der Gleichungen. Albert Girard'''') hat aus den Theoremen 
Fiete's den Ausdruck fUr die Summe der ganzeu Potenzen 
der Wurzeln hergeleitet. Man findet dann diese Formelu in 
den Werken von Newton **). Die neuen, soeben ausgesprochenen 
Theoreme lassen erkennen, das9 die Functionen, welche nur 
eine gewisse Anzahl von Wurzeln enthalten, Eigenschaften 
anderer Art, die nicht weniger allgemein sind, haben. So 
iat bei einer Gleichung von höherem als drittem Grade die 
Summe der drei Wnrzeln nicht mehr durch eine Gleichung 
ersten Grades, sondern durch eine Grenze, der man immer 
uüher kommt, gegeben. Diese Grenze ist der fortlaufende 
Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder einer Reihe, 
welche sehr leicht zu bilden iat. Es giebt keinen Factor, der 
ans irgendwelcher Anzahl der Reihe nach geordneter einfacher 
Factoren der vorgelegten Gleichung hervorgeht, dessen aämmt* 
liehe Coefßcieuten man nicht so bestimmen kann. [75] Die 
Prflfimg dieser allgemeinen Eigenschaften ISast uns die Natur 
der LTationalzahlen , welche durch die Wurzeln der alge- 
braischen Gleichungen ausgedrückt sind, besser erkennen. 
Diese Wurzeln sind Grenzen gewisser Reihen, welche nach 
einem sehr einfachen Gesetze aus den Coefficienten der vor^ 
gelegten Gleichung hervorgehen. Dieser anf dem Gebrauche 
der recurrenten Reihen begründete Process ist hauptsächlich 
deswegen bemerkcnawerth, weil er zu einer anderen Methode 
für die Unterscheidung der Wurzeln und ihrer Grenzen Ver- 
anlassung giebt und sich auf die Aufsnchang der Coefficienten 
der imaginären Wnrzeln anwenden lässt. Uebrigens glauben 
wir nicht, daas man auf diesem Wege schnell genug zur 
Renntniss der Wurzeln gelangt. Die von Exlcr gebrachten 
Beispiele sind scharfsinnig gewählt, aber diese Art der An- 
näherung erfordert im allgeioeinen zuviel Rechnung. Wir be- 
trachten daher diese Frage nur in theoretischer Beziehung. 
Die angegebenen Eigenschaften sind unvergleichlich viel all- 
gemeiner als die von den Erfindern und den Autoren, welche 
seither dieselbe Frage behandelten, gekannten; sie sind be- 
sonders fHr die Theorie von Interesse. Der Zweck dieser 
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Uuteraiichui^ war, eines der hauptsächlichsten Elemente der 
algebraischen Anaiysis za vervollständigen. 

XX^s). Im siebenten und letzten Buche werden die Prinoi- 
pien der Theorie der Ungleichheiten anseinandergesetzt. Dieser 
Theil unseres Werkes betrifft eine nene Art von Fragen, 
welche in der Geometrie, der algebraischen Analysis , der 
Mechanik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung verschiedene 
Anwendungen darbieten. Wir werden den Hanpf^jharakter 
dieser Untersuchungen angeben nnd einige Beispiele, die ge- 
eignet sind, den Gegenstand kennen zu lehren, vorführen. 

Eine Frage ist im allgemeinen bestimmt, wenn die Anzahl 
der Gleichungen, die alle voi^elegten Bedingungen ausdrflcken, 
gleich der Anzahl der Unbekannten ist. In der Theorie, um 
die es sich handelt, sind diese Bedingungen nicht durch 
Gleichungen ausgedi'tickt ; d. h. anstatt eine gewisse Function 
der Unbekannten gleich einer Constanten oder Null zu setzen, 
giebt man vermöge der Zeichen ^ oder <^ an, dass diese 
Function grösser oder kleiner als die Constante ist. Dies 
stellt eine Ungleichheit dar. 

[76] Man nimmt zum Beispiel an, dass vier unbestimmte 
einer gewissen Anzahl Ungleichheiten ersten Grades unter- 
worfen sein sollen und daas man alle möglichen Werthe dieser 
unbekannten ßnden mnss. Uio Anzahl der Ungleichheiten 
könnte kleiner, oder gleich, oder selbst viel grösser als die 
der Unbekannten sein, im allgemeinen ist dies unbestimmt. 
Es handelt sich darutu, alle Werthe der vier Unbekannten, 
welche, in alle vorgelegten Bedingungen eingeseift, ihnen gleich- 
seitig genflgen, zu finden; dabei können diese Bedingungen 
Allein in gewissen Ungleichheiten bestehen oder auch Gleichungen 
nmfasaen. Eine Fivige dieser Art lässt eine unendliche Menge 
von Lösungen zu; sie ' ist unbes-timmt; man muss eine all- 
gemeine Regel geben, welche dazu dient, leicht alle möglichen 
Lflaimgen zu finden. Es ist klai', daaa Probleme dieser Art 
sich häufig bei den Anwendungen mathematischer Theorien 
darbieten können. 

Id mehreren Fällen kann man dnrch besondere Bemer- 
kungen, welche der zu lösenden Frage eigenthflmlich sind, 
znr Auflösung gelangen; ist aber die Zahl der Bedingungen 
gross, beziehen sich dieselben auf drei oder mehr als drei 
Variable, so wird die Reihe der Uebei-Iegungen derartig eompli- 
cirt, dass es fast immer selbst dem geübtesten Geiste unmög- 
lich sein wärde, sie ganz zu umfassen. Man mUsste dann 
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nach der Katnr det Frage za verschiedenartigen Betrachtungen 
aeine Znfluclit nehmen, wie dies auch bezöglich mehrerer ein- 
facher Probleme, die man ohne Hülfe der Änalyaiä löst, statt 
hat. Daher war es nötig, die Berechnung bei Bedingungen 
der Ungleichheit auf einen allgemeinen und gleichmässigeii 
Proceas zurück zuführen. Durch eine regelmässige und con- 
stante Combination dei Zeichen ergänzt mau so die schwierig;'' 
sten nnd ausgedehnteste n üeberlegungen ; dies ist das Eigen- 
thümliche algebraischer Methoden. An erster Stelle führen 
wir ein sehr einfachea Beispiel für diese Art von Fragen an. 
Wir nehmen an, daas ein ebenes, horizontales Dreieck 
durch drei vertioale, in den Scheiteln der Winkel befestigte 
Stützen geti'agen wu'd. Die Ki-aft jeder Stütze wird durch 1 
angegeben und ausgedrückt, d. h. würde man auf diese Stütze 
ein Gewicht, daa leichter als die Einheit ist, legen, so würde 
dieses Gewicht getragen werden, die Stütze würde aber sofort 
brechen, wenn daa Gewicht die Einheit überachritte. [77] Man 
nimmt an, man stellt ein gegebenes Oewicht, zum Beispiel 2, 
derartig auf den dreieckigen Tisch, daas keine der Stützen 
gebrochen wird. Wäre das gegebene (Jewicht 3, so würde 
die Frage völlig bestimmt sein ; wenn es kleiner als 3 ist, 
80 ist sie unbestimmt. Wir sehen die Coordinaten des Punktes, 
in den man das vorgegebene Gewicht stellen soll, als zwei 
Unbekannte an, die auf die Stützen ausgeübten Di-nckkräfte ata 
drei weitere Unbekannte; um die Kechnung zu vereinfachen, 
nehmen wir an, dasa daa Dreieck rechtwinklig gleichschenklig 
ist; die Frage enthalt dann, wie man steht, neben fünf un- 
bekannten Grössen eine bekannte, nämlich das vorgegebene 
Gewicht. Die Principien der Statik ergeben sofort drei 
Gleichungen; zu ihnen kommen für jeden Seheitel zwei Un- 
gleichheiten, welche ansdrflckeu, dass der Druck positiv nnd 
kleiner ala 1 ist oder besser nicht die Einheit überschreiten 
kann. Es ist klar, dass hierdurch alle Bedingungen der Frage 
auBgedrückt sein werden; es handelt sich nur noch um die 
Anwendung der allgemeinen Hegeln für die Berechnung der 
linearen Ungleichheiten ; durch diese wird man alle möglichen 
Werthe der unbekannten Coordinaten herleiten und ao alle 
Punkte des Dreiecks, in welche daa Gewicht gestellt werden 
I kann, bestimmen. 

Bildet man diese Lösnug, so findet man, daas die Funkte, 
um die es sich handelt, sieb im Innern der Tafel befinden 
nnd, falla das gegebene Oewicht zwischen l nnd 2 liegt, ein i 
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Sechseck bUdeu. Diese Figur wird das Dreieck aelbat, wenn 
dag Gewicht kleiner als die Einheit ist; ea ist ein kleineres 
Dreieck, weno das Gewicht zwia<:heii 2 und 3 liegt; ea reducirt 
sich aaf einen einzigen Pnnkt, wenn das (gewicht gleich 3 
ist; überschreitet es endlich 3, so existirt die Figur Eicht 
mehr; denn die Linien, welche die Fignr bilden sollen, hören 
auf, sich zn ti'cffen. 

Es möge nnn die Constmetion, welche zum Ziehen der 
Linien dient, folgen. Bezeichnet man die Seite des gleich- 
schenklig rechtwinkligen Dreiecks mit 1, so theilc man die 
Einheit durch das gegebene Gewicht, um dessen Hinaufstellnng 
ea sich handelt, nnd trage die durch den Quotienten ge- 
messene Länge: 1. auf jeder Seite des rechten Winkels von 
dem Scheitel dieses Winkels aus ab, dies ergiebt zwei Punkte, 
I und 2, 2. von dem Scheitel des spitzen Winkels aus auf 
einer der Seiten des rechten Winkels, dies ergiebt einen 
dritten Punkt 3. 3. auf der anderen Seite des rechten Winkels 
von dem Scheitel des spitzen Winkels aus, dies ergebt einen 
vierten Punkt 4. [78] Man errichte dann im Punkt 1 auf 
der Seite, auf der dieser Punkt liegt, eine Senkrechte, nnd 
ebenso im Punkte 2 auf der anderen Seite eine Senkrechte, 
endlich ziehe mau eine dritte Gerade durch die Pnnkte 3 und 4. 
Diese drei so gezogenen Linien bestimmen auf der Ober- 
fläche des Dreiecks den Kaum, wohin das gegebene Gewicht 
gelegt werden kann, ohne dass eine der Stützen bricht. 

Man könnte eine so einfache Frage leicht ohne Rechnung 
lösen ; ist aber die Zahl der Stützen grösser als di-ei, ist ihre 
Kraft ungleich, trägt die horizontale Unterlage schon in ge- 
wissen Punkten gegebene Massen, oder soll man nicht ein 
einziges, sondern mehrere Gewichte hinstellen, so kann man 
sich nicht davon befreien, auf die Ungleichheitsrechnung zu- 
rückzugehen. Der Vortheil dieses Rech nungs Verfahrens besteht 
darin, dass es in allen Fällen genügt, die Bedingungen der 
Frage auszudrücken, dies ist leicht: dann sind nur diese Äus- 
di-Ocke mittelst allgemeiner Regeln, die immer dieselben sind, 
zu combinii'en. Man bildet anf diese Weise die Lösnng, 
au dar man sonst nui- durch eine Reihe sehr complicirter 
Ucberlegungen gelangen könnte. 

Die Fragen dieser Art sind alle unbestimmt, denn sie 
lassen eine unendliche Menge Lösungen zu; aber sie unter- 
scheiden sich unter einander beKtIglich der Ausdehnung, 
den einen schränken die geforderten Bedingung^ 
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Aiiädebmmg sebi- ein; bei anderen ist die Abzahlung ;iUer 
niöglielien Lijsimgen weniger beschränkt. Bei gewissen Unter- 
Buchungen ist es nothwendtg, die Fragen in dieser Uichtiing 
zu betrachten. 

Eine aufmerksame Prüfung lehrt, dass die jeder Frage 
eigen thUmli che Ausdehnung eine (Jröase ist, die man stets in 
Zahlen iibschätzen kann; hierin ist die Theorie, deren Prin- 
cipien wir :iu sein anderse tuen, mit der Wahrscheinliehkeitalehre 
verknüpft, und es giebt thatsächlich versohiedeae Probleme, 
die von dieser letzteren Wissenschaft abhängen and sich durch 
die UngleictaheitsrechnuDg lösen lassen. Man kann die Ana- 
dehnung oder Capacität einer Frage nicht anders messen, als 
inilem man bei der Abzahlung alle möglichen Lösungen iim- 
fasst, so dass man hier vou der Integralrechnung Gebrauch 
machen muss; thatsächlich ist die Zahl, welche die Ansdehnnng 
irgend einer Frage misst, immer dnrch ein bestimmtes mehr- 
faches Integral mit gegebenen Grenzen ausgedrückt. [79] Die 
Äusfübning der successiven Integrationen ist, wie auch immer 
ihre Zahl sei, stets möglich und sehr leicht; schreibt man die 
Grenzen der Integrale und verwendet dabei die Bezeichnung, 
welche ich in der analytischen Wärmetheorie vorgeschlagen 
habe'"}, so ist die Grösse, welche man bestimmen will, in all- 
gemeinster und einfachster Form ausgedrückt. 

Es ist klar, dasa die vorgelegten Bedingungen auch der- 
artig sein kannten, dass die Frage keine mögliche Lösung 
znliease. In diesem Falle entwickelt die Kechnimg den Wider- 
spmcli gegen die Bedingungen und zeigt die Unmöglichkeit, 
sie zu erfüllen. Der liegenstand der Methode ist also, die 
Möglichkeit der Lösung für die Frage zu erkennen, in diesem 
Falle alle zulässigen Lösungen zu finden, endlich die der 
Frage eigenthlimliche Ausdehnung durch eine Zahl zu messen. 

Oft kommt es auch bei dieser Art von Untersuchungen 
vor, dass der Hauptgegen stand die .Vuftindnng der Oreuzen 
der Lusnngen ist; dann ist die Frage nicht unbestimmt; ebenso 
verhiLlt es sich mit der Messung der Ausdehnung; diese Fragen 
hängen von derselben Analyse ab. 

Wir haben als ein erstes Beispiel eine Frage der Statik, 
die man durch deu Calcfll der Ungleichheiten löst, angegeben. 
Es möge eine zweite Frage derselben Art, welche sich von 
der ersten darin uuterscheidet, dass die Unbekannte eine Grenoe 
ist und daher einen einzigen Werth hat, folgen. 

Man nimmt an, dass eine ebene und horizontale Oberfl&ohft 
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Yon quadratischer Gestalt daich vier vertieale Stützen, die in 
den Scheiteln der Winkel befestigt sind, getragen wird; jede 
dieser Stützen kann ein Gewicht, das kleiner ab die Einheit 
ist, ertragen; aber sie würde sofort brechen, wenn sie mit 
einem Gewicht, das gräaser als die Einheit ist, belastet wurde. 
Man bezeichnet irgend einen Funkt auf der horizontalen Unter- 
lage und fragt, welches das grässte Gewicht ist, das man in 
diesen Pnnkt stellen kann, uline irgend eine Stütze dadurch 
au zerbrochen. Dieses grösste Gewicht oder die Kraft der 
Unterlage an diesem Orte hängt augenscheinlich von der Lage 
des Punktes ab. Zur Darstellnng des grösaten Gewichtes, das 
diesem Grte entspricht, errichte man eine vertieale Ordinate; 
diese bestimmt für jeden Punkt der horizontalen Unterlage dieses 
grÖBSte Gewicht; [80] es handelt sich dann darum, die krumme 
Oberfäche, welche durch alle äuasersten Enden der Ordinalen 
hindurchgeht, zu bestimmen. 

niese Untersuchung gehört der analytischen Theorie der 
Elasticität an; man milsste die Stfitzen als zusammendräckbai 
betrachten und so durch die Rechnung die Aenderungen, welche 
die elastische Ebene in allen ihi'en Theilen erleidet, ausdrücken. 
Wie complicirt auch diese Frage erscheint, so kann sie doch 
gelöst werden ; denn die Methoden, welche zur Integration der 
Differentialgleichungen, die der Wännetheorie eigeuthQmliah 
sind, dienen, haben der Analysia eine neue Ausdehnung ge- 
geben, welche die Wirkungen der Elasticität der Rechnung zu 
unterwerfen gestattet. Wir betrachten hier aber die Frage 
unter einem andern Gesichtspunkte. Man nimmt an, dass die 
elastische Tafel die dem Gleichgewichte passende Figur er- 
halten hat und dann völlig starr wird ; dies kann das be- 
stehende Gleichgewicht nicht stören. Dann müssen, ganz gleich, 
ob dabei die Tafel biegsam, wie es alle Körper thatsächlich 
sind, oder nach Voraussetzung starr ist, die flir das Gleich- 
gewicht niUhigen Bedingungen erfflUt sein. Diese letzten Be- 
diugnngcn will man dnroh die Theorie der Ungleichheiten 
' ausdrOcken; zu deren Bildung hatte man bisher keine physi- 
kalische Hypothese. 

Man stellt sich die Aufgabe, die Natur und die Dimensionen 
der Oberfläche aufzufinden, deren Coordinaten das grösste Ge- 
wicht ausdrücken, welches die Tafel an jedem gegebenen Orte 
. ertragen kann. Die ans unserer Rechnung hergeleitete Lösung 
I beweist, dass die Oberfläche, um welche es sich handelt, 
L keinem continuirlichen Gesetze unterworfen ist, sie wird von 
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mehreren hyperbolischen, getrennt gelegenen Flächen gebildet. 
Die Frage wird durch die folgende Conatmetion gelöst. Man 
theile durch die ZB'ei Diagonalen und zwei traDsveraale Gerade, 
von (ienen eine jede die Mitte einer Seite mit der Mitte der 
gegenüberliegenden 3eite verbindet, das Quadrat in acht gleiche 
Theile. Jeder dieaer acht Theile ist ein rechtwinkliges Dreieck, 
das man in zwei Segmente theilt, von denen das eine doppelt 
soviel Obeifläche als das andere hat. Diese Theilung wird 
durch eine von dem rechten Winkel des Dreiecks zu einem 
der Winkel des Quadrats gezogene Gerade auageffihrt. Als 
Basis eines jeden dieser Segmente betiachte man diejenige 
der drei Seiten, welche einer Quadratseite parallel ist. [81] 
Um das grösate Gewicht, daa in einen gegebeneu Pnnkt des 
grösseren Segments gestellt werden kann, zu linden, mnss 
man durch diesen Punkt zu der Basis des Segments eine 
Parallele ziehen, bis dieselbe diejenige der zwei Diagonalen, 
von welcher der Piuikt am outferntesten ist, tiifft, und dann 
auf dieaer Parallelen die zwischen dem Schnittpunkte und 
dem gegebenen Punkte liegende Länge messen. Die durch 
diese Länge dividirte Einheit ist der gesuchte Werth für das 
grösste Gewicht. Liegt dieaer gegebene Pnnkt in dem kleineren 
Segment, so musa man durch diesen Punkt eine Parallele zur 
Basis des Segments ziehen, bis sie diejenige der Quadrataeiten 
trifft, welche von dem Punkt am entferntesten ist, und den 
Theil dieser Parallelen, welcher zwischen dem Schnittpunkte 
und dem gegebenen Punkte liegt, abmessen. Die dnrch die 
Hälfte der abgemeaaenen Länge dividirte Einheit dräckt den 
gesuchten Werth für das grösste Gewicht ans. Wendet man' 
für jeden der 16 Theile des Quadrats die eine oder die andere 
Kegel an, so findet man das grilsste Gewicht, welches in jeden 
Punkt der rechteckigen Tafel gestellt werden kann. 

Mau ersieht, daas der Werth der verticalen Ordinate, welche 
daa grösste Gewicht misat, nicht einem conti nuLrlichen Gesetz« 
unterworfen ist. Dieses Geaetz ändert sich plötzlich, wenn 
man von dem grossen zum kleinen Segmente flbeigeht. Mm 
würde diese Lösung leicht ohne Kechnnng Guden können, wir 
hatten sie schon lange Zeit bemerkt. Wenn die Figur der 
Ebene aber eine andere ist, wenn die Anzahl der Stützen 
griJsaer als vier wird, wenn die Tafel schon in gewissen 
Punkten gegebene Massen trägt, so muss man nothwendig zn 
Regeln, welche zur Combination lier Ungleichheiten dienen, 
Beine ZuHucht nehmen. 
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XXI. Bei den iii diesem siebeoten Buche behandelten An- 
wendnn^en iat, wie bei den zwei voranfgehenden, der Hanpt- 
zweck, die Satiir dieser neuen Gattnng von Problemen und 
die allgemeine Form des Rechnungsverfahrens kennen zu lehren. 
Andere Probleme betreffen allgemeine Fragen, deren Lösung 
fflr den Fortschritt der analytischen Theorien nothwendig ist. 
Die eine bezieht sich auf den Gebrauch der Bedingungs- 
gleichnngen; diese Fi'age ist für die Bildung der astrono- 
mischen Tafeln wichtig. Es handelt sich, solche Werthe der 
Unbekannten zu finden , dass der grösste Fehler, abgesehen 
vom Vorzeichen, möglichst klein wird, oder dass der mittlere 
Fehler , d. h. die Summe der Fehler, abgesehen vom Vor- 
zeichen, dividirt durch ihre Zahl, möglichst klein werde. 

[82] Eine zweite Anwendung ist diejenige, welehe wir im 
vierten Bache gegeben haben; ihr Gegenstand ist die Bildung 
der anccessiven Glieder des Werthes jeder der Unbekannten, 
welche gegebenen Buchstabengleichungen genügen sollen. Wir 
zeigen, daas die Auflösung dieser Gleichungen von der Theorie 
der linearen Ungleichheiten abhängt. 

Wie auch immer die Zahl der Unbekannten ist, so genfigt 
es, die der Frage eigenthllmlichen Bedingungen auszudrücken 
und die allgemeinen Regeln dieses CalcUls auf die hinge- 
schriebenen Ungleichheiten anzuwenden. Man ergänzt so 
dnroh einen algorithmischen Process sehr eomplicirte Ueher- 
legnngen: diese mäaste man sonst nach der Satnr der Frage 
abändern und, wenn die Zahl der Unbekannten drei über- 
schritte, so würde es so zu sagen unmöglich sein, sie zu bil- 
den. Dennoch kann man nicht immer vermeiden, daas die 
Anzahl der Operationen sehr gross wird, aber man reducirt 
ihre Zahl bedeutend, indem man die Eigenschaften der ex- 
tremen Functionen beti'achtet. So nennen wir diejenigen 
Functionen, welche entweder grosser oder kleiner als alle 
anderen sind. 

Wir gebet 
merkwürdigster 
tnngsfehler. 

Man betrachtet lineare Functionen mehrerer Unbekannter 
sr, y, s;, u. a. w. Die numerischen Coefticienten, welche in den 
Functionen auftreten, sind gegebene Grössen. Wäre die An- 
zahl der Functionen nicht grösser als diejenige der Unbe- 
kannten, so könnte mau filr j:, >/, x,, u. s. w. ein System nume- 
rischer Werthe derartig finden, dass die gleichzeitige Subatitutioa 
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dieser Werthe in die Functionen t'llr jede ein Resultat Nnll 
ergäbe. Üeberachreitet aber die Zahl der Functionen diejenige 
der Unbekannten, so kann man im allgemeinen diese Bedingung 
nicht erfüllen. Setsen wir jetzt voraus, dass man x, y, s, . . . 
nnmeriache Werthe X, Y, Z, . . . beilegt, diese in eine Function 
einsetet und den positiven oder negativen Wertb des Snbsti- 
tutionsresnltata berechnet. Man betrachtet das positive oder 
negative, von Null verschiedene Resnltat als einen Fehler oder 
eine Abweichung; [83] sieht man vom Vorzeichen ab, so nimmt 
man die Zahl der positiven oder negativen Einheiten, welche 
das Resnltat ansdi-flckt, als Maass des Fehlers. 

Dies vorausgesetzt, muss man a;, ^,s:,... solche Werthe A',r,Z, 
geben, dass die gröaat« Abweichung, die aus der Substitution in die 
verschiedenen vorgelegten Fiinetionen hervorgeht, kleiner wird als 
die gröaste Abweichung, die man bei der Snbatitntion eines jeden 
anderen von X, Y, Z, . . . verschiedenen Systems von Werthen 
in die Functionen finden würde. Man künnte auch ein System 
X, Y,Z,... von derartigen gleichzeitigen Werthen für x^y^x., ... 
suchen, dasa die Summe der Fehler, abgesehen vom Vorzeichen, 
kleiner ist als die Summe der Fehler, die aus der Substitution 
eines jeden von X, F, Z, . . . versehiedeneu Systems hervoi^eht 

Die folgende Oonstruetion stellt die Methode, welche be- 
folgt werden muss, um ohne unnöthige Rechnung die Grössen 
X, Y, Z, . . ., welche hei der grössten Abweichung den klein- 
sten Werth ergeben, zu flnden, klar dai'. Diese von uns 
schon lange gegebene Oonstruetion ist der Hanptpunkt der 
Frage ; sie allein Ißst alle Schwierigkeiten. Nicht allein macht 
sie die Lösung klar und fisirt sie im Gedäcbtniss, sondern sie 
dient auch zur Entdeckung derselben; obgleich sie dem Fall 
zweier Variablen x und y eigenthflmlich ist, so genflgt sie, 
um den allgemeinen Process kennen zn lehren. Die Anzahl 
der vorgelegten Functionen wird tlbrigens ala beliebig voraus- 
gesetzt. X und y seien in der Horizontal ebene die Coordl- 
naten eines Punktes, Die Vertical Ordinate messe den Werth 
der linearen Function. Jeder Function entspricht eine Ebene, 
Der Abstand t eines Pnuktes der Ebene von der Horizontal- 
ebene ist in a: nnd ;/ anagedröekt. Bei jeder linearen EVnc- 
tion ändere man die Vorzeichen von x uud //, dies verdoppelt 
die Anzahl der vorgelegten Functionen und folglich die An- 
zahl der betrachteten Rhenen. Man stelle sich alle Ebenen 
gezeichnet vor und schenke nur den Theilen der Ebeuen. die 
'lerhalb der Horizontalebene liegen, seine Anfmerkaamkeit. 
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-Diese obereu Theile der gegebenen Ebenen sind iiubescliriliikt j 
fortgesetzt. Man muss hauptsächlicJi bemerken, dasa das Systein 
»ller dieser Ebenen eine Vase, die ihnen als Grenze oder En- 
veloppe dient, ein sclili esst. Die Figur dieser änssersten Vase j 
ist die eines Polyeders, das seinen convexen Tlieil nach dar ] 
Homontalebene riehtet. [84] Der tiefste Punkt der Vase oder 
des Polyeders hat die Werthe X, Y, Z, welche der <.iegeastand ( 
der Frage sind, nu t'oordinaten : A. h. Z ist der kleinste mi^ . 
liehe Werth för die grösste Äbweiebnng, und A' und 1' sind 
geeignete Werthe von x und i/, um dieses Minimum, abge- 
sehen vom Vorzeichen, zn ergeben. 

Um den tiefsten Pnnkt der Viise schnell zu en'cichen, er- 
riehte man in irgend einem Punkte der Horizontalebene, z. B. 
im Coordinatenoreprung der x und y, eine *eitieale Ordinate 
bis znm Schnitt mit der höchsten Ebene , d. h. nnter allen 
Bchnittpunkten, die man auf dieser Verticallinie findet, wähle 
man denjenigen, der am entfernte aten von der Ebene der a 
;imd y ist. Sei rn, dieser Sohnitt^iunkt , so kennt man die 
Sbene, anf der er liegt. Man geht auf dieser Ebene von 
dem Punkte m^ weiter hinunter bis zu einem Punkte j 
riner Kante des Polyeders; verfolgt man diese Kaute, 
geht man von nenem vom Pnnkte )Hj bis zu einem Scheitel 
»Wj, der drei äussersten Ebenen gemeinsam ist. Von dem 
Pnnkte w, geht man entlang einer zweiten Kante bis zn einem 
Scheitel m^; man setzt die Anwendung dieses Processes fort, 
indem man dabei immer derjenigen der zwei Kanten folgt, 
die zu einem weniger hohen Scheitel führt. So gelangt man 
zu dem niedrigsten Pnnkte des Polyeders, Diese Operation 
stellt die Reihe der numerischen Operationen, welche die ana- 
lytische Regel vorschreibt, genan dar. Sie macht den Weg 
der Methode, welche darin besteht, snoeessiv von einer ex- 
tremen Function zn einer anderen überzugehen, indem mau 
den Werth der grössten Abweichung mehr und mehi- ver- 
mindert, sehr klar. 

Der Calcül der Ungleichheiten lehrt, dass derselbe Process 
ftr eine beliebige Anzahl Unbekannter passt; denn die ex- 
tremen Functionen haben in allen Fällen Eigenschaften, welche 
denen der Flächen des Polyeders, welches als Grenze für die 
geneigten Ebenen dient, analog sind. Allgemein bleiben die 
Eigenschaften der Flächen, Kanten, Scheitel und Grenzen aller 
Ordnungen, ebenso auch bei der allgemeinen Analyse, nie gi-oss 
auch die Anzahl der Unbekannten sei, bestehen.. 
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XXII. Die dargelegten Fragen atelleu nnaere UDtersiictiungen 

insgesninnit dar. [85] Diese Auaeinandersetzong war nÖÜiig, 
damit man sich eine allgemeine Idee der Theorie der Glei- 
chungen bilden und ein exactes Crtheil über die schon be- 
kannten Methoden föUen kann. Man sieht, der itlarate Be- 
griff, welcher alle Untersuchungen zu leiten am geeignetsten 
war, ist auch der einfachste; ihn hatte Vieta schon bei Beginn 
der modernen Analyais vorgeschlagen. Er dachte, liie Auf- 
lösung der algebraischen Gleichungen musa von einer allge- 
meinen Methode abhiLngen, die er exegetisch nannte, und die 
daiTU besteht, gleichzeitig alle Coefficienten der voi^elegten 
Gleichungen zu betrachten, um hieraas durch succeasive Ope- 
rationen alle Theile jeder Wurzel herzuleiten. Vietn hat nicht 
die allgemeine Methode, deren Aufsuchung er vorschlug, ge- 
bildet; er hat sie nur bemerkt uud ihren Charakter durch ver- 
schiedene Beispiele angegeben ; man konnte sie nicht ohne ge- 
wisse Elemente der Differentialrechnung finden. Die Richtig- 
keit dieser allgemeinen Anschauung ist Neu-ton nicht entgangen; 
er hat sie selbst, indem er einen ersten Theil der exegetischen 
Methode gab , welche die ersten Glieder der Beihen kennen 
lehrt, bestätigt. Aber er>hat nicht das Mittel entdeckt, die 
imaginären Wurzeln der numerischen Gleichungen zu erkennen 
iLud zwei Grenzen für jede reelle Wurzel zu finden. Uente 
kann man alle Schwierigkeiten, welche diese Untersuchungen 
darboten, heben nnd die UnvoUkommenheiten der ereten Ver- 
suche ergänzen ; das ist der in diesem Werke verfolgte Zweck. 
Es enthält die Auseinandersetznng einer Methode, welche zur 
leichten Bestimmung der Wnrzelu aller Gleichungen dient. 

Jetzt kann man sieh eine vollständige Idee von dem Gegen- 
stand nnd den Ke»nltateu unserer Untersuchungen bilden. Die 
Hauptpunkt« sind: erstens der Beweis des allgemeinen Theo- 
rems, welches die Anzahl der Wurzeln erkennen ItLsst, die 
mau in einem gegebenen Intervall suchen muss, sowie der 
Satz von der Zahl der imaginären Wurzeln. Die Deseartes- 
sehe ßegel ist ein Corollar zu diesen Theoremen, und, wie 
ich glaube, kann man sie unter keinem einfacheren und weiter- 
gehenden Gesichtspunkte betrachten. 

2. Die Regel, welche dazu dient, mit Sicherheit zu er- 
kennen, ob die zwei gesuchten Wurzeln reell sind oder in dem 
Intervall verloren gehen. 

[86] 3. Die Lösung aller Fragen, welche die AViohw'Boke 
AnnJtherung darbietet. Wfiren diese Fragen nicht gelM 
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gewesen, so wäre dieser Process, einer der einfachsten und 
fruchtbarsten der ganzen Analysis, unvollständig und vag. 

4. Die Prüfung der Methode, welche voraussetzt, dass 
man zuerst den kleinsten Werth der Differenz von zwei Wur- 
zeln berechnet. Aus der Discussion geht hervor, dass diese 
Berechnung unnöthig ist. Man muss sofort die Processe der 
Kettenbrüche anwenden, und die Natui* der Wurzeln wird klar. 

5. Die Auseinandersetzung der Principien, welche zur 
Lösnng der Buchstabengleichungen dienen, und die Ausdeh- 
nung dieser Methode auf den Fall mehrerer Unbekannten. 

6. Die eigenthümliche Ausdehnung der recurrenten Reihen. 
Wir haben bewiesen, dass diese Methode genügt, um alle Wur- 
zeln, die Factoren aller Grade und die Coefficienten der ima- 
ginären Ausdrücke kennen zu lehren. Diese Regel war auf 
die zwei äussersten und reellen Wurzeln beschränkt ; wir zeig- 
ten, dass sie alle Wurzeln, sowohl die reellen wie die imagi- 
nären, ergiebt. 

Aus dieser Aufzählung ersieht man, dass wir keine der 
Untersuchungen, welche die Theorie der Gleichungen aufklären 
können, vergassen. Bei jeder Frage suchten wir die allge- 
meinsten Principien, die auf dem kürzesten Wege zur that- 
sächlichen Kenntniss der Wurzeln führen können. Diese be- 
rühmte Frage muss man heute als völlig gelöst ansehen. Wir 
denken, dass die der Berechnung gewidmete Wissenschaft immer 
dieses Hauptelement beibehalten wird. 
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[87] Erstes BiH^h. 

Methode zur BestimniBiig zweier Grenzen" 
ffip jede reelle Wurzel und zur ünterscheidiu 
der imaginüren Wiipzelii. 

I. Die vorgelegte Gleichung lautot: 

Die linke Seite dieser Gleicliuiig bezeichnen wir mit A' oder 
fx. Der Exponent in iat eine ganze Zahl, die Coefficienten 
'^11 *s! "s> "■'! "m-ii '^m ä'öd gegebene Zahlen. Es handelt 
sich darum, festzustellen, wie viel reelle Zahlen «, /:/, J", . . . 
vorhanden sind, die, atatt x in X eingesetzt, diese Fnncüon 
fr zu Null machen und für jede dieser reelleu Wurzeln 
u, ii, y. ... zwei (ürenzen zn bestimmen, zwischen denen sie 
allein gelegen ist. Um diese Fragen zn entscheiden, be- 
trachten wir die Functionen _Z, X', X", X'", . . ., X'"^, von 
denen eine jede aus der vor aufgegangenen folgt, indem man 
das Differential bezüglich ,r bildet und durch dx dividirt. Die 
Anzahl dieser Functionen ist m + 1, und die Function .X^"" 
enthält r nicht mehr; dieselbe ist eine constante positive Grösse. 
Wir schreiben diese Reihe von Functionen in dieser Reihen- 
folge: 

X("'\ A't'"-", X'"'-'\ . . ., ,V", A", A-. 

|88] Nehmen wir jetzt an, dass man dem .r einen bestimmten 
positiven oder negativen Werth a beilegt und, nachdem man 
hin statt x in diese Functionenreihe eingesetKt hat, man das 
Vorzeichen jedes Resnltats hinschreibt: so bildet man eine 
Reihe von Vorzeichen, von denen das erste, welches Xt'") 
entspricht, stets positiv ist. Wir nehmen an, dass die ein- 
gesetzte Zahl '7 durch unendlich kleine Zuwäclise allmählich 
von einem negativen Werth, welcher eine unendliche Anzahl 
von Einheiten enthält, und den man mit — f,- bezeichnet, ]>la 
zu einem positiven Werth J , welcher auch über jede Grenze 
^yäohst, zunimmt: wir lietrachteii dann die Verandernngen, 
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welche die Keihe der Keaoltate, in dem Maaaae wie die ein- 
gesetzte Zahl a zunimmt, erfährt, Liiese Reihe von Voraeichen 
bat sehr merkwürdige Eigenschaften, deren aufmerksame Prü- 
fung zui- Bestimmung der Grenzen fflr die Wui^zeln fühil;. 

Ist die eingesetzte Zahl a gleich — — , so reducirt sich 

jede Fonotion anf ihr erstes Glied; das Vorzeichen des Re- 

Boltats fflr die Substitution von — - wird ofTenbai' ftli- die 

erste Function -|-, für die zweite Function — , fflr die diitte -|-, 
und so weiter fort abwechselnd. Ist die eingesetzte Zahl gleich 

- geworden, so iimfasst die Reihenfolge der Vorzeichen nur 
^ " 1 

positive Zeichen. Ist in dem ersten Falle a gleich — -, so 

folgt anf jedes Vorzeichen der Reihe ein verschiedenes Vor- 
zeichen; diese Reihe umfusst nur Vorzeichenwechsel, deren 
Anzahl gleich vt ist; in dem zweiten Fall, in dem a gleich 

■ ist, folgt jedem Vorzeichen ein gleiches; die Reihe umfaast 

nur dieselben Vorzeichen, Zeichenfolgen oderPermaneuzeu. 
Wir werden beweisen, dass die Anzahl m der Z eichen wechsei, 
welche in der ersten Keihe existirten, fortwährend abnimmt 
in dem Maasse, wie die eingesetzte Zahl a znnimmt, und duss 
diese Reihe jedesmal dann einen Zeichenwechsel verliert, wenn 
die Zahl a gleich einer reellen Wurzel wird. 

n. Zunächst ist klar, dass die Zeichenreihe immer die- 
selbe bleibt wie sie vorher war, wenn nicht die eingesetzte 
Zahl a eine oder mehrere der Functionen XC"), A''"'~'', . . ., 
A'", X', X zu Null macht: denn der Werth einer Function 
wie X oder A" oder X", u. s. w. kann dann und nur dann 
das Zeichen ändern, wenn die Function vorher gleich Null wird. 
Man mnss daher untersuchen, was in der Zeichenreihe vorgeht. 
wenn die eingesetzte Zahl einen Werth annimmt, der eine der 
Functionen Xt'"), A'("'->', A'('"--), . . ., A'", A", X zu Null 
macht. [89] Setzen wir zuerst voraus, dass die einzige Func- 
tion, welche Null wird, die letzte X oder fz sei. Dann hat 
man f{n} = 0. Was die Function f'a betrifft, so müge sie 
einen positiven oder negativen Werth haben. 

Wir betrachten drei sncccäsive und nnendlich nahe Zu- 
stände der eingesetzten Zahl a, nilralich: 



fi' 



I 




und vergleichen die Substitutionsresültate, nämlicli: 
f'a — da), 

f(a+da}. 

Ua der Ausdruck f{n.) veraeliwiiidet, so lauten diese Resultate: 
-da r{a], 



+ da na). 
Schreibt man die Zeichen der drei Reihen, welche man bildet, 
indem man n — da , n., a~\- da innsetzt, in drei entsprechende 
unter einander stehende Horizontalreihen, so nnterscheiden aicfa 
diese Reihen nur durch die Vorzeichen, welche am Ende stehen. 
Wir setzen ja in der That voraus, daas der Werth a von sc 
die Function fj; allein zu Null macht; man kann a immer um 
eine so kleine Grösse da oder — da ändern, daaa die Subatitn- 
tion von a — da oder a-^ da keine der anderen Functionen 
zum Verschwinden bringt. Daher bewahren diese anderen Fanc- 
tionen daa Vorzeichen, welches sie hatten, als der Werth von 
X gleich a war. Ist daa Voraeichen von fa positiv, so sind 
die drei zu vergleichenden Reihen am Ende; 



- 



il). 



[90] d. h. , iät die Fluxiou f[a) positiv, so vei^össert /\x) 
seinen Werth und iat der Reihe nach negativ, Null und poaitiv. 
Beim Anblick der Tabelle (1) sieht man, dass der Zeiohei^ 

Wechsel H zu einer Zeichenfolge -| — |- geworden ist. 

Ist das Vorzeichen von f'\a) negativ, so lauten die drei 
Reihen achlieaalich folgen derm aassen : 

-Cl (2), M 



d. h. ist die Fluxion f"{a) negativ, so nimmt der Werth von 

P^x) derart ab, dass er der Reilm nach positiv, JJull und negativ 

i wird. Die Tabelle (2) läaat erkennen, dass der Vorzeichen- 
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Wechsel 1- durch eine Zeichenfolge ersetzt ist. Ganz 

gleichgültig daher, ob f'[a) positives oder negatives Vorzeichen 
hat, es wird in beiden Fällen ein Vorzeichenwechsel durch eine 
Vorzeichenfolge ersetzt. Daher verliert die Vorzeichenreihe, 
welche man findet, indem man für x einen continuirlich wachsen- 
den Werth a setzt, jedesmal dann einen Vorzeichen Wechsel, 
wenn der eingesetzte Werth eine der reellen Wurzeln der vor- 
gelegten Gleichung erreicht und unendlich wenig überschreitet. 
Jetzt wollen wir voraussetzen, dass die eingesetzte Zahl a 
einen Werth, welcher eine einzige der zwischenliegenden 
Functionen der Reihe XW, XC'^-O, xC'^-*), . . ., X" , X\ X 
mit Ausnahme der letzten Function X annullirt, annimmt. Die- 
jenige Function, welche verschwindet, sei X^**) oder f^^^x), 
so dass man f^^'^^a) = hat. Mit n bezeichnen wir den 
Differentiationsindex, mit 7i -\- 1 oder n — 1 den Index in der 
voraufgehenden, bezüglich folgenden Function. Wie wir es 
oben gethan haben, vergleicht man die Resultate der drei 
Substitutionen von a — da^ a, a -\- da in der Functionsreihe; 
zunächst bemerkt man, dass, weil da eine unendlichkleine 
Grösse ist, die Vorzeichenreihen sich nur durch die Zeichen 
der Resultate, welche durch die Substitutionen in f(^^{x) her- 
rühren, unterscheiden. Die drei Resultate lauten: 

[9r /('Ofa — da) 

fi^){a. 

fin)(^a + da] 
oder 

0, 

+ da f^'^'^'^ia); 

nun kann das Vorzeichen von f^^'^'^^a) + oder — sein, 
ebenso verhält es sich mit demjenigen von /^""^^fa); dies er- 
giebt vier verschiedene Combinationen. 

Sind im Fall der ersten Combination die Werthe von 
/'(w^"0(ö^) wie f^^'^^a) positiv, so muss man diese drei Theile 
aus den Zeichenreihen 

-\ h 

+ + (3) 

+ + + 
vergleichen. 
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Ist im zweiten Fal! das Vorzeichen von fO'**^a] — , das 
von /'(""')((/) +, ao sind die entspre eilenden Theile, welche 
man zn vergleichen hat, 

-+ + 

- + (4) 

H 

Die Tabelle (3) lässt erkennen, dass die obere Iteihe zwei 

ihrer Zeichen Wechsel, nilrolich -| und \-, welche durch 

-1 — |- und -| — |- ersetzt wurden, verloren hat. Mit der 
Tabelle (4) verhftlt es sich nicht ebenso: aie zeigt, dass die 
Reihe keinen Zeichenweehsel verloren hat; denn einer der 

Zeichen Wechsel {- ist zwar durch eine Zeichenfolge 

ereetzt worden, aber gleichzeitig tiitt für die Zeichenfolge -| — |- 

der Zeichenweehsel 1~ ein. 

Für f("~''(ff) hatten wir positives Vorzeichen voraasgeaetzt. 
Wii-d dagegen diese Function negativ, wenn man a für x setzt, 
so gewinnt man die folgenden zwei Tabellen: 

92] H 

+ - [5) 



(6) 



f 



Die eine (5j zeigt, dass in diesem Falle die obere Reihe 
keinen Vera eichen Wechsel verloren hat; die andere (6) ent- 
spricht einem anderen Fall, wo die Vorzeichenreihe zwei Vor- 
zeich eiiweehsel verloren hat: für 1- und -| ist nämlich 

und getreten. 

Aus dieser Untei'suchung folgt, dass, wenn die eingesetzte 
Zahl 1 einen Werth annimmt, der eine einzige der zwischen- 
liegenden Functionen znm Verschwinden bringt, aber die vor- 
gelegte Function A' nicht annullirt, die Vorzeichenreihe auf 
einmal entweder zwei oder keinen Vorzeichenwechael verliert. 
Niemals aber tritt es ein, dass sie einen verliert oder gewinnt. 

Wenn die eingesetzte Zahl eine reelle Wurzel der vor- 
gelegten (ileicliung erreicht und übersteigt, so veriiert die 
Reihe, wie wir aahen, nothwendig einen Zeichen Wechsel; wir 
haben anch soeben bewiesen, dass, wenn die dnrch die'Sab- 
»titution Knll gewordene Function nicht die letzte X, sondern 
eine zw iseb anliegende ist, die Zeicbenreihe entweder gleiol^ 
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zeitig zwei Vorzeichen Wechsel oder gar keinen verliert. Wüulist 
d&her die eingesetzte Zahl a aUinaltlich dorch unendlichkleine 

Zuwächse von — - bis zu - , 30 verKert die Zeiohenreihe 

tnindestena ehenaoviele Zeichen Wechsel, als reelle Wnizeln 
«xistiren. Die Anzahl der Vor zeichen Wechsel der Reihe kann 
nie zunehmen ; sie nimmt nothwendig nm eine Einheit ab, 
wenn die einzige verschwindende Function die letzte A' ist; 
sie kann nm zwei Einheiten abnehmen oder unverändert wie 
vorher bleiben, wenn nur eine der zwi scheuliegen den Functionen 
allein verschwindet. 

UI. Bisher haben wir vorausgesetzt, daaa die Substitution 
von a eine einzige der Functionen, welche die Reihe bilden, 
znm Verschwinden bringt; dies geschieht im allgemeinen. T.'as 
Gegentheil kann nur dann bisweilen eintreten, wenn zwischen 
den C'oefticienten der vorgelegten Gleichung gewisse Kelationen 
bestehen. Eine unendlich kleine Aenderung in dem Werthe 
der Coefficienten würde diese Relation zerstttren, und derselbe 
Werth von x [931 wllrde dann nicht mehr gleichzeitig zwei 
oder mehrere der Functionen zum Verschwinden bringen. Aus 
diesem Grunde kann man immer bei Untersnchungen dieser 
Art von diesen singulären Fällen absehen. Aber weil es sich 
nm den strengen Beweis eines Fundamentalsatzes handelt, so 
ist es vorzuziehen, diese Fälle hier separat zu betrachen. 

Wir wollen daher jetzt voraussetzen, dass ein uud der- 
selbe Werth a, welcher statt jt in die Functionenreihe gesetzt 
wird, mehrere anfoinanderfolgende Functionen annuUirt; wir 
vei^leichen dann, wie wir es bisher gethan haben, die Re- 
sultate der Substitutionen a — da, a, a-\-da. Wir bezeichnen 
diejenige Function, welche verschwindet, wenn man a ftlr x 
setzt, mit f'-"^x) und nehmen an, dass mehrere anfeinauder 
folgende Functionen f^"~'^x}, /■C*'~*'[ic), u. s. w. ebenfalls 
durch dieselbe Substitution annnllirt werden. Die Zahl 
der aufeinanderfolgenden verschwindenden Functionen f^"^a), 
y'("-')[a), /■("-')(ffl), /"("-^'(tt), U.S.W, sei i. Die voranf- 
gehende Function /'("''"'l(a) ergiebt nicht das Resultat Null; 
sie nimmt das Vorzeichen + oder — an; ebenso verhält es 
sich mit der Function /"'"*'' (x), welche auf die letzte ver- 
schwindende Function folgt. Es handelt sich darum, die 
Zwischenreihe, welche durch die Substitution von a gegeben 
wird, mit der darunter stehenden Reihe, welche man bildet, 
indem mau a -\- da setzt, und der dardber stehenden, a — ila 
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entsprechenden lieihe zn vergleichen. Mtin braucht zuiiSchst 
nm- diejenigen Theik dieaer Reihen, welche sich anf die 
verschwindenden Functionen, nnd diejenige, welche Urnen vor- 
anfgeht, zn betrachten. Man hat /"("'(-^ + rfa) = /"("'(a) -f 
daf^"*'^a), oder, da Hach Voranssetzung /"'"^fo) Null ist, 
fW(a + da) = d<, /<"+')(a); da /■("){«) nnd ^(""»(a) NuU 
sind, so wird 

Allgemein hat man diese Reihe von Aiiadi-üclieu : 
[94] /■(•)(„ + i„) = rf„/-("'i(a), 



te 




/-(«- 


'[o + .to) = 


a,'-<""w. 


^ 




,<- 


)(« + ,i») = 


.s^^'-"'"), 


nnd 


folglich 




'(-7 — rfa) = 




f 


-,/o/-(»-"'h, 






/<- 


'(»-((») = 


i'|!,(-.,„, 






/■'"- 


)(.. - da) = 


2-3' ' '' 






H„- 


)((, — da] = 


2.3.4' ' 



Hieraus folgt, dass, wenn man mit 

/■C"+"(a), 0, 0, 0, 0, U, . -. 
dun Theil der ZwiBchenreibe, welchen die Functionen 

r"'M, A"'w, /■'"-'>(»■), ri"~"('), r'"-'w, /'"-"W, •■. 

flir X = a ergeben, bezeichnet, man dnrcL die angegebene 
Regel die VoTxeichen des ents|)rechendeu Theileä der untereji 
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Beibe, welche die Snbstitutiou von ii •+■ rfn ergiebt. und die 
Vorzeichen dea entsprechenden Theiles der oberen Reihe, welche 
die Substitution von n — tia ergiebt, erbült. Für die untere 
Seihe muas man unter jede Null der Zwisehenreihe das Vor- 
'XBicheu von /■C"*'l(a) schreiben; um die obere Reihe zu bilden, 
_ . man flt>er die erste Nnll linker Hand das entgegengesetzte 
Vorzeichen von /'("'•"''(a), über die folgende Null das Vorzeichen 
/■("*"(«}, und so fortfahrend alternirend das Vorzeichen von 
.— /■'"'*"' J(o) respective das entgegengesetzte Aber die Vorzeichen 
Jlnll der Zwischenreihe schreiben. 

[96j Dies vorausgesetzt, wollen wir zur Bildnng iler Reihen 
Bbei^ehes, indem wir von links nach rechts vorwärts sdu-eiten; 
BS ist klar, daes die Anwendung der vorau^egangenen Regel 
ia der oberen Reihe V orzeichen weohael einführt, welche in der 
tiuteien Reihe ebensoviele Vorzeichenfolgen wei-den. Da die 
Zahl der verschwindenden Functionen gleich i ist, so fiudet 
dass die obere Reihe eine gleiche Anzahl i von Vor- 
.■eiohenweehseln enthJLlt, die in der unteren ßeibe durch eben- 
'Wviele Vurzeichen folgen ersetzt sind. Mau mnsa auch be- 
merken, dass bei diesen zwei Reiben ilie entapi'echenden 
Vorzeichen abwechselnd verschieden, bezüglich gleich sind. 
Far die Functionen, deren Rang durch /'C'O, /!"-'), f(."~*)^ 

.... bezeichnet wird, sind sie verscliieden ; hingegen 
sind sie ftlr die Functionen, deren Platz durch /"C"~'l, /"(""■'), 

... bezeichnet wird, gleich. Endlich folgt auf die 
Shinctionen, welche Null sind und deren Anzahl i ist, eine 
nicht verschwindende Function f^"'''{x]; die Substitution von 
diese Function ergiebt ftti' die drei Reihen dasselbe Vor- 
zeichen und dieaea Vorzeichen kann -i- oder — sein. 

Jetzt kann man leicht erkennen , wie viel Viirzeicheu- 
weehael, welche durch Vorzeichenfolgen in der unteren Reihe 
ersetzt sind, bei der oberen Reihe verloren gegangen sind, 
Ist i eine gerade Zahl, so ist das Voraeichen der letzten ver- 
«ehwindenden Fnnctiou /■C"~'+')f(ij in der unteren und oberen 
Reihe dasselbe: folglich ergieht aich in beiden Reihen dieselbe 
Vorzeioheucombination mit der äusaersteu nicht verschwinden- 
den Function, welche f^"~''>{a] ist. Daher hat die obere 
fieihe in diesem Falle eine Anzahl ; von Vorzeichenwechseln, 
"welche durch Vorzeichenfolgen ersetzt werden, verloren. 

lat aber die Zahl i ungerade, so zerfällt dieser Fall in 
Bwei andere Ünterfälle; da das Vorzeichen der letzten ver- 
schwindenden Function f^"~'*^>ia] nicht für die vAxit, --issA. 
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nntere Reihe liaaaellie ist, so folgt, dass diese vereöE 
Vorzeichen mit dem Voraeichen von /■'""') (aj, welches den 
zwei Reihen gemeinaam ist, zwei entgegengesetzte Combinationen 
bilden. Ist diejenige dieser Combinationen, welche sich in der 
oberen Reihe findet, ein Vorzeichen Wechsel, so entspricht sie 
einer in der unteren Keihe befindlichen Voi-zeichenfolge: daher 
ist die Anzahl der Voraeichen Wechsel, welche die obere Reihe 
verloren hat, nicht /, Bondem / + 1. [96] Wenn die Voi-- 
zeichencombination , welche die obere Reihe schliesst, eine 
Vorzeichen folge ist, so wird sie in der zweiten Reihe ein 
Vorzeichenwechsel; in diesem Falle ist die Anzahl der Vor- 
zeichen Wechsel, welche in der oberen Reihe verloren wurde, 
nicht mehr i, sondern i — 1. 

Aus diesen Bemerknngen schliesst man, dass, falls die An- 
zahl der verschwindenden Functionen gleich i ist, die Anzahl 
der in der oberen Reihe verlorenen Zeichenwechsel, wenn * 
gerade ist, gleich ;' ist: ist i nngerade, so verliert die obere 
lleihe in einem Falle » -f- 1 Zeichen Wechsel nnd im zweiten 
Falle * — 1 Zeichen Wechsel. Bezeichnet man daher mit A die 
tjesammtzahl der Vorzeichen Wechsel der oberen Reihe und mit 
/' die Gesamnitzahl der Zeichen Wechsel der unteren Reihe, sö 
sieht man, dass erstens k niemals gros.'ter als li sein kann, 
dass zweitens, wenn / gerade ist, die Differenz h — /.* gleich 
/ ist, und dass drittens, wenn die Anzahl ( der verech wind en- 
den Functionen nngerade ist, die Differenz // — k gleich i -\- 1 
oder i — 1 ist. Diese Differenz ist daher immer eine gerade 
Zahl. 

Ist der Werth von * gleich 1 , so ist die Differenz h — k 
gleich 2 oder 0; diea ist der allgemeine Fall, den wir unter- 
suchten , als wir voraussetzten , dass eine einzige Zwischen- 
fnnction versehwindet : verachwinden aber mehrere anfeinander- 
folgende Zwisohenfunctionen gleichzeitig, so ist die Differenz 
/' — /.: gleich 2, 4 oder 6, u. s. w. 

IV. Wir haben auch den Fall zn betrachten, in dem die 
aufeinanderfolgenden verschwindenden Functionen nach reehts 
an das Ende der Function enr ei be rttcken, so dass sie die linke 
Seite A' der vorgelegten Gleichnng umfassen. Ans unserf.m 
voranfgegangenen Beweis folgt, dass, wenn man mit j die An- 
zahl dieser am Reibenende stehenden verschwindenden Func- 
tionen bezeichnet, die obere Iteihe eine Anzahl von Vorzeichen- 
wechseln, welche genau gleich j ist, verliert. In diesem Fall, 
welcher derjenige der gleichen Wurzeln ist, enthült. 



wie maH J 



Die AnflÜBnug der bestimmten Gleicliungcu. 91 

weisa , die Function A' den Factor {j: — ay. Wenn die ein- 
gesetzte Zahl gleicli dem Werthe a der mehifaehen Wurzel 
geworden ist, ao tiat die Zeichenreihe eine Anzahl J ihrer 
Vorzeichen Wechsel verloren. Diese Venninderang der Anzahl 
der Vorzeichen Wechsel der Eeihe hat immer dann statt, wenn 
lue eingesetzte ZaU, indem sie allmählich von dem Werthe 

- -r zu dem Werthe -■ flhei'gelit, Jede der reellen Wurzeln 

eiTeicht und unendlich wenig überschreitet; [97] die Iteihe 
verhert daher ebensoviele Vorzeichen Wechsel , wie die vor- 
gelegte Gleichung reelle gleiche oder ungleiche Wurzeln besitzt. 

V. Man kann schliesslich voraussetzen, dass die Substitution 
derselben Zahl a mehrere aufeinanderfolgende Functionen in 
verschiedenen Theilen der Keihe, nämlich eine Anzahl (' in 
einem ersten, eine Anzahl i"' in einem zweiten Theile u. s. w. 
and eine Anzahl _; am Reihenende stehender Functionen, welche 
letztere die vorgelegte Function X umfassen, zum Verschwinden 
bringt. 

Wir bezeiclineu mit II die Oesammtanzahl der Vorzeiehen- 
wechsel, welche die Jleihe enthalt, wenn die eingesetzte 
Zahl einen Werth hat, der kleiner als n ist und sich von a 
nur nm eine nnendlichkleine Grösse unterscheidet; mit K be- 
zeichnen wir die Anzahl der Vorzeichen Wechsel, welche die 
Reihe noch besitzt, wenn der Werth von x grösser als a ge- 
worden, sich aber von n nur um eine nnendlichkleine Grösse 
unterscheidet. Um die Differenz II — K zu finden, genllgt ea, 
auf jeden der Theile der Reihe, in dem sich die verach winden- 
den Functionen befinden, die Sitze, welche wir eben bewiesen 
haben, anzuwenden. Ist die Zahl i gerade, so mnsa man l'Ur 
dieaen Theil der Reihe beachten, dass eine Zahl i von Vor- 
zeichen wechseln diHch Vorzeichenfolgen ersetzt ist. Ist aber 
die Zahl i ungerade , so kann die Reihe die Anzahl t -|- 1 
oder ; — 1 Vorzeich enwech sei verlieren. Ebenso verhält es 
sich mit den Zahlen i'. i" . . . . Was die am Ende atehen- 
den verschwindenden Functionen betiifft, deren Anzahl j ist, 

geben sie für alle Fälle an, dass die Reihe eine Anzahl 
n Vorzeichen wechseln, die genau gleich j ist, verloren hat. 

Man ersieht, dass der vorstehende tieweis sich immer 
darauf beschränkt, die analytischen Resultate, welche man 
durch Einsetzen von a — da, a, 'i -^ da in die Functionen- 
reihe findet, zu vergleichen: dieser Vergleich macht alle Sätze, 
welche wh- beztlglich der progi'essiven Vermvnde.'PMi.'^ isst 
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Adzalil der Vorzeichenwechael der Reihe ansemänSefge^lzP' 
ballen, klar. 

VI. Diese Beweise laaaen uns ei-kemieii, wie die Reihe 
der Substi tut! onaresul täte die w Vera e i oben we eh sei, welche 

sie orsprllngiich hatt«, als der eingesetzte Werth — war, 
nach nnd nach verliert. 

[98] 1. Die Anzahl der Vorzeichen Wechsel der Reihe nimmt 
fortwährend ab; diese Keiho kann weder neue Vorzeichen- 
weehsel erhalten, noch aolche, welche bereits verschwunden 
sind, wieder annehmen. 

2. Bringt die Substitution die letzte Fuuction f{x] zum Ver- 
schwinden, ao verliert die Reihe aus diesem Gmnde ebenso- 
viele Vorzeichen Wechsel wie die Gleichung f{x):^=Q reelle 
Wurzeln, welche gleich der eingesetzten Zahl sind, hat. 

3. Annullirt dieser eingesetzte Werth eine oder mehrere 
der zwischen liegenden Functionen, hingegen nicht die letzte 
Function f{x), so kann die Reihe keinen V orzeiche nwechael 
oder eine gerade Anzahl verlieren. In diesem Falle kann 
keine ungerade Anzahl von Vorzeichen wechseln verschwinden. 

Bedenkt man dies, so folgt, dass, wenn die Gleichung nur 
m reelle Wurzeln hat, die Reihe eine Anzahl von Vorzeicheii- 
wechseln, die genau gleich m ist, verlieii; folglich kann sie 
in diesem Falle keinen Vorzeichen wechael dui'ch die Sub- 
stitution eines Werthea verlieren, welcher eine oder mehrere 
der zwischen liegenden Functionen, aber nicht die letzte Function 
f[x) zum \'ersehwiudeu bringt. 

Hat die Gleichung lu — 2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln, 
so wird die Reihe nur ein einziges Mal zwei Vorzeichen wechael 
verlieren durch Snbatitutiou eines Werthes, welcher eine 
Zwischenfunction, aber nicht die am Ende stehende Function 
/"(«) zum Verschwinden bringt; die m — 2 anderen Vor- 
zeichen Wechsel werden der Reihe nach in dem Maaase ver- 
schwinden, wie die eingesetzte Zahl der Reihe nach einei* jeden 
der m — 2 reellen Wurzeln gleich wird. 

lu allen Fällen entspricht jede der gleicheu oder ungleichen 
Wurzeln nothwendig einem verlorenen Vorzeichenwechsel. Folg- 
lich ist die Anzahl der Vorzeichen wechael, welche verschwinden, 
ohne daas die letzte l^'unction f{x) Null wird, gleich der Anzahl 
der imaginäi'eu Wurzeln der vorgelegten Gleichung. 

VII. So gelangt mnu dazu, den Satz, welchen wir auaspreohoi 
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und den wir als eines der Fuudameutalelementc der alge- 
braischen Analysis betrachten, zu beweisen. 

[99 1 Es sei die numerische Gleichung f(j') = vom Grade 
9n vorgelegt; man betrachtet die Functionen /'(x), /"(j"), f'{jc-), . . ., 
f^^^x)j von denen eine jede ans der voraufgegangenen folgt, 
indem man das Differential bezüglich x bildet und durch dx 
dividirt. Hat man diese Functionenreihe in der Ordnung 
fi'^Xx), /"^"^-'^lic), ;<"'■"*)•>), . . ., f"{x), fix), f[x) hingeschrieben, 
so setze man für x einen bestimmten Werth a und betrachte, 
wie viele Combinationen von zwei verschiedenen, anfeinander- 

folgenden Vorzeichen , wie -\ oder 1- die Reihe der 

Vorzeichen der liesultate /'(''^)(a), /'("'-•)(^), . . ., f"[a), f{a\ 
f(a) darbietet. Die Anzahl h dieser Vorzeichenwechsel, ge- 
rechnet in der Reihe, welche durch die Substitution von a her- 
vorgeht, ändert sich, wenn man in dieselben Functionen von 
a verschiedene Zahlen setzt: der Vergleich der Resultate bietet 
folgende Eigenschaften: 1. Nimmt man an, dass die eingesetzte 

Grösse a sich durcli nninerkliche Zuwächse von — — bis ver- 

mehi*t, so vermindert sich die Anzahl h der Vorzeichenwechsel 
der Reihe in dem Maasse, wie sich die eingesetzte Grösse ver- 
mehrt. Die Reihe der Vorzeichen, welche eine Anzahl m von 

Vorzeichenwechseln enthält, wenn man — einsetzt , verliei*t 

successiv alle ihre Vorzeichenwechsel in dem Maasse, wie man 
grössere Werthe einsetzt. Die Anzahl h von Vorzeichenwechseln, 
welche der Substitution von a entspricht, kann niemals von der 
Anzahl k der Vorzeichenwechsel, welche einem grösseren Werthe 
6 als a entspricht, ttbertroffen werden. 

2. Die Reihe verliert jedesmal dann einen Vorzeichenwechsel, 
wenn der eingesetzte Werth a gleich einer der reellen Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung wird. Es verschwinden daher eben- 
Boviele Vorzeichenwechsel, wie die Gleichung reelle gleiche oder 
ungleiche Wurzeln hat. 

3. Ebenso oft wie die Gleichung /'./; = Paare imaginärer 
Wurzeln hat, ebenso oft ereignet es sich, dass die Reihe zwei 
ihrer Vorzeichenwechsel, die gleichzeitig verschwinden, verliert. 

Vin. Diese Untersuchung giebt sofort an, wieviele Wurzeln 
eine vorgelegte Gleichung zwischen zwei gegebenen Grenzen a 
und h haben kann. Setzt man die kleinere Grenze a in die 
Functionenreihe. so zählt man die Anzahl // der VoT:z.ft\fcVÄÄ.- 
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Wechsel ditser Reihe; setKt man auch die Grenze h em, so z 
man die Zahl Ic der Vorzeichen Wechsel derjenigen Reihe, welche 
diese zweite Substitution ergiebt; [lOO] die Differenz h-k lässt 
erkennen, wieviele von den Wnrzeln man zwischen den zwei 
voi^elegten Grenzen suchen muss. Wir haben bewisBen, dasa 
diese Differenz /i— i nicht negativ aein kann; sie kann oder 
1, 2, 3, 4 ... . werden. 

Ist sie Null, 30 kann die Uleiehnng zwischen den Grenzen 
'( und /' keine reelle Wurzel haben. Exiatirte nämlich eine 
reelle Wurzel o;, welche die Function X zn Null machte, ao 
würde die anstatt x eingesetzte Grösse, indem sie durch uu- 
endlichkleine Zuwüchse vom Werthe a zum Werthe b übergeht, 
nothwendiger Weise wenigstens einen Vorzeich enweehsel zum 
Verschwinden bringen; da nun diejenigen dieser Vorzeichen- 
wechsel, welche einmal verschwunden sind, nicht wieder anl- 
ti'oten können, so würde die durch die Substitution von h sich 
ergebende Reihe weniger Vorz eiche nwech sei enthalten als die 
durch die Substitution von a resultirende ; dies ist gegen die 
Voraussetnung. 

lat die Differenz k — k gleich 1, so hat die Gleichung eine 
zwischen a und /; gelegene reelle Wurzel; denn ein solcher 
Vorzeichen Wechsel kann nnr dnrch die Substitution eines 
WertheB, welcher die Function A' zu Null macht, verschwinden. 
Zwischen diesen Grenzen a und h kann es auch nicht mehr 
als eine reelle Wurzel geben; denn sonst würde die Reihe 
mehi' als einen Vorzeich enweehsel verlieren. 

Ist die Differenz h^l; ^ 2, 30 kann die Gleichung J = 
zwischen den Grenzen n und h zwei reelle Wurzeln haben; 
aber sie kann in diesem Intervall auch keine reelle Wurzel 
besitzen. Dieser Fall tiitt ein, wenn eine gewisse Zahl fi 
exiätirt, welche grösser ata a und kleiner als b ist und die, in 
die Function enreihe eingesetzt, gleichzeitig zwei Vorzeichen- 
weehsel zum Verschwinden bringt, ohne jedoch die Function Xza 
annulliren. Ansserdem ist man sicher, dass in dem betrachteten 
Falle die (llcichnng im Intervall der Grenzen a bis b nicht 
mehr als zwei reelle Wurzeln besitzen kann; denn wäre dies 
der Fall, ao würde die Gleichung gegen die Voraussetzung 
mehr als zwei Vorzeichen Wechsel verlieren. 

In allen Fällen kann die Gleichung JC ^ zwischen den 
Gi'enzen a und b nicht mehr reelle Wurzeln besitzen als die 
Differenz /( — k der Vorzeichenwechael, welche in den zwei 
Reihen [a] und [b] zn zahlen sind, Einheiten enthalt. [101] Wir 
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bezeichnen dabei mit (a) und [b) die Keihen der Resultate der 
Substitution von a und b. 

Ist h — k eine ungerade Zahl, so giebt es zwischen den 
Grenzen a und b wenigstens eine reelle Wurzel. 

Ist h — k eine gerade Zahl, so kann die Gleichung X = 
zwischen a und b auch keine reelle Wurzel enthalten. Ist 
allgemein die Zahl der reellen, zwischen a und b gelegenen 
Wurzeln nicht gleich h — A;, so unterscheidet sie sich hiervon 
nur um eine gerade Zahl j; in diesem Fall hat die Gleichung 
X = wenigstens ebensoviel imaginäre Wurzeln wie die 
Differenz z/ Einheiten besitzt. 

IX. Der Satz, welcher unter dem Namen der Descartes^^Ghen 
Regel bekannt ist und dessen allgemeiner Inhalt seit lange fest- 
steht, ist ein CoroUar zum obigen Satze. Es genügt für die 

zwei Grenzen a und b die Grössen — -- imd oder und 

— zu wählen. Setzt mam nämlich an die Stelle von x in die 

Functionen X0^\ X('''-^\ . . ., X", X\ X den Wei-th NuU, so 
sind die Vorzeichen der Reihe der Resultate offenbar dieselben 
wie die Vorzeichen der Coefficienten 1, a^, a2, . . , a^ der 
vorgelegten Gleichung. Um daher mit Hülfe des voraufgegangenen 

Satzes zu erkennen, wie viel Wurzeln es zwischen — — und 

oder und- geben kann, muss man bestimmen, wieviel 

Vorzeichenwechsel die Reihe der Vorzeichen der Coefficienten, 
d. h. diejenige Reihe, welche die Substitution von in die 
Functionenreihe ergiebt, aufweist und diese Reihe dann mit 

den Reihen, welche die Substitution von — — bezüglich er- 
geben, vergleichen. Die Reihe j — — j enthält eine Anzahl?« 

von Vorzeichenwechseln, die Reihe j— j enthält hingegen keinen 

Vorzeichenwechsel. Die vorgelegte Gleichung kann daher nicht 
mehr reelle negative Wurzeln enthalten, als es in der Reihe 
der Coefficienten Vorzeichenfolgen giebt; ferner kann sie nicht 
mehr reelle positive Wurzeln besitzen, als die Reihe der 
Coefficienten Vorzeichenwechsel besitzt. 
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X. Die AEweudung dea allgemeinen Satzes lässt die Inter- 
valle, in denen die Wnrzeln zu suchen sind klav erkennen: 
Wenn die zwei Grenzen u und h derartig sind, daäs die Reihen 
['.i' und [h) dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln besitzen, 
so kann keine Wurzel zwiachen diesen Grenzen liegen. [108] 
Folglich wäre jede AnflOsungsmethode nnvo 11 kommen, die dazu 
fühi-te, an die Stelle von x Zahlen zwischen solchen Grenzen 
zn setzen; denn sie wtirde eine grosse Zahl überflüssiger 
Operationen erfordern. Ersichtlich muss man die Wurzeln 
in gewisBen Intervallen, in denen nämlich das voraufgebende 
Theorem ihre Existenz ankündigt, Sachen. 

Bevor ich zu der Anwendung dieses Satzes übergehe, ist 
es nüthig, sich bei einer wichtigen Bemerkung aufzuhalten; 
diese betrifft die Substitutionen, welche eine oder mehrere der 
zwischen liegen den Functionen anntiiUren. 

XI. Hat man durch Einsetzung der vorgegebenen Grenzen a 
und h in die Functionen (^'"^{x), /'('"-''(a^J, ■ - ■, f"['X], f'{x), 
f(x, zwei Reihen von Resultaten gefunden, so kommt es hSnßg 
vor, dass eins oder mehrere der Resultate Null werden. Es 
hitndelt sich darum, zu erkennen, welche Vorzeichen man den 
verschwindenden Grössen beilegen und wie man die Vorzeichen- 
wechsel zählen muss. 

In diesem Falle beti'achteu wir zwei Wertlie, die von der 
einzusetzenden Zahl a uuendKch wenig verschieden sind: dieae 
Werthe seien mit ii ~ da und n -\' da oder <o, >a be- 
zeichnet. Jeder dieser Werthe wird Jetzt das Vorzeichen -|- 
oder — , und nicht Null ergaben. 

Ist z. B. die Reihe, welche durch Einsetzen von a heir- 
voi^eht, 

4- -1-0000 — OOO hO-l-OOOOÜ — , 

so ündet man für die Reihe, welche die Substitution der mit 
|>3 bezeichneten Grösse ergiebt: j 

-|--|- + + + -i 1- + + + + + + + -- I 

Um diese zweite Reihe zu bilden, geht man von links nach ] 
rechts vor; ündet man in der ersten Reihe ein von Null ver- i 
schiedenes Vorzeichen, so schreibt man dasselbe Vorzeichen 
in die zweite Reihe hinunter. Kommt man aber zu einem , 
Zeichen der ersten Reihe, so ersetze mau es in der zweiten i 
Reihe durch ein Vorzeichen, welches gleich demjenigen ist, ' 
das man soeben linker Hand in dieser zweiten Reihe hin- 1 
geflchrieben hat. J 
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[103] Um die Keihe, welche der Grösse < « entspricht, 
zu bilden, gebt mun auch von links nach rechts vor. Findet 
mau ein Vorzeicben, ivelches in dei' durch die Substitution 
von a gegebenen Reihe nicht ^nll ist, so wiederholt man das- 
selbe Vorzeichen in der darüberatehenden Keihe. Kommt 
man aber zn einem Zeichen der gegebenen Reibe, so ersetzt 
man es in der oberen Iteibe durch ein Vorzeichen, welches 
demjenigen, das man soeben in der oberen Reilie linker Hand 
hingeschrieben hat, entgegengesetzt ist. Im Artikei in 
haben wir die zwei Kegeln, au welche wir eben erinnerten, 
bewiesen. Schreibt man in dem gewählten Beispiele die drei 
Beihen hin, so hat man die folgende Tabelle: 

{<«) H--H t--H 1 1-- + - + -+ 

(a)+0 — hO + 00 00 — 

[>«> + + + + + h + + + + + + +- 

Hat man auf diese Art die Reihe (a) durch zwei andere er- 
setzt, 90 bedient man sich der Reihe C>o,], wenn man die 
Grenze n mit einer grösseren Grenze b zu vergleichen hat. 
Hat man aber die Grenze a mit einer Grenze b', die kleiner 
als a iat, zu vergleichen, so ersetzt man die Reihe [o) durch 
die Reihe «")■ Diese Kegel des doppelten Vorzeichens 
ist jedesmal dann anzuwenden, wenn die Substitution einer 
Grenze ein oder mehrere Male das Resultat Null ergiebt; die 
zn vergleichenden Reihen werden dann in jedem Falle nicht 
mehr das Vorzeichen Null enthalten. 

Am häufigsten kommt es vor, daas die zwei Reihen (<[ o) 
und O a) nicht dieselbe Anzahl von Vorzeichen wechseln ent^ 
halten. Die Anzahl /( der Vorzeichen Wechsel der oberen Keihe 
« «) kann nicht kleiner sein als die Anzahl k der Vorzeichen- 
■wechsel der unteren Keihe; übersteigt h die Zahl k, — dies 
tritt nothwendig dann ein, wenn zwei oder mehr als zwei auf- 
einanderfolgende Glieder verschwinden — , so ist li — k eine 
gerade Zahl z/ . In diesem Falle hat die vorgelegte Gleichung 
f{x] ^ 0, unabhängig von den Wurzeln, welche in anderen 
Intervallen fehlen können, die Anzahl ^ von imaginären 
WnrKeln. 

Im vorstehenden Beispiele hat die untere Keihe li Vor- 
zeicheuwechsel weniger als die obere Reihe; aus diesem Grunde 
allein würde die Gleichung fix] ^= 14 imaginäre Wurzeln 
faaben. [104] Diese Wurzeln fehlen der GV?Ät\öia% \a. ^^ictsi 



r 



JoaeijlL Von 



- da nnd a-^- da gdege&en 



unendlich kleinen, zwischen 
Intervall ^»). 

XII. Die bisher bewieseiien Sfttze ergeben ein leichtes 
Mittel, die Intervalle abzasoD^em, in denen die Wnrzeln zit 
suchen sind. Wir führen verachiedene Beispiele für die An- 
wendung dieser Sätze vor. Das erete ist das der Gleichnng: 
■jy' — 3a:' — 24a;^ + B5a:= — 46a: — 101 = 

Als Fnnctionenreihe ergtebt sich: 



. x^ — ax' — 24i' + 95a:' 
. Sa;* — 12z> — 723;* + 1903; - 
. 201= — 36^:"- — 1443: + 190 
. &0x* — 722 — 144 



120!r 
120. 



- 72 



Setzt man die Zahlen ... — 10, — 1)0, 
statt X und schreibt die Vorzeichen der Functionen: 

X^, A'i\ A"'", A'", A", A 



!- 10) . , + 
(-!)-■- + 
10) + 



[10]. 



+ + + 



+ - 
+ -i-- 



Vergleicht man die Zeichenreihe, welche durch die Sub- 
stitution von — 10 reanltirt, mit der durch Substitution von 
+ 10 entstehenden, so sieht man, dass ( — 10] fünf Vor- 
zeichen Wechsel nnd die l^ihe {+ 10) keinen Vorzeichen- 
wechsel aufweist. Die Gleichung kann daher nur in diesem 
Intervall — 10 bis -+- 10 Wurzeln enthalten. Vergleicht man 
die zwei Reihen ( — 10) nnd ( — 1], so schliesst man, dass in 
diesem Intervall eine der reellen Wurzeln liegt; [lOSj denn 
die zweite Reihe hat nur vier, die erste hingegen fünf Vor- 
zeichen Wechsel. Vergleicht man die zwei Reihen ( — 1) und 
[0] anf dieselbe Art, so sieht man, dass in diesem Intervall 
eine zweite reelle Wurzel esiatiil; denn die Zahl der Vor- 
seiohcn Wechsel der ersten Reihe übertrifft die Zahl der Vor- 
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zeicbeDwechsel iler zweiten Reihe um eine Einlieit. Das Inter- 
yall Ü bis 1 kann keine Wurzel entliaitea, denn die Reihe (0) 1 
wie die Reihe (1) haben beide die glerche Anzahl, nämlich 5 i 
Vorzeichen-Wechsel. Was das zwischen 1 bis 10 gelegen«- j 
Intervall betrifft, so findet man in der ersten' Reihe fl) drei, 
in der zweiten (10) keine Vorzeichen Wechsel. Daher mnw | 
man zwisi-hen 1 und 10 drei Wnrzeln snchen; eine dieser 
Wurzeln ist reell, ob die zwei anderen reell sind oder in 
diesem Intervall fehlen, steht bis jetzt noch nicht fest. Die 
einzigen Intervalle, ia denen man die Wnrzeln suchen musB, 
Bind daher die von ^ 10 bis ^1, von — 1 bis 0, und von 
1 bis 10. In jedem der zwei ersten Intervalle findet sich 
eine, von den anderen völlig geti-enote reelle Wurzel ; in dem 
dritten Intervall, nämlich dem von 1 bis 10, existirt auch eine 
reelle Wurzel, aber es bleibt noch an entscheiden, ob die zwei 
anderen in diesem Intervall gelegenen Wnrzeln reell oder 
imaginär sind; diese Frage werden wir bald lösen. Es wäre 
ganz nunöthig, in anderen als den angegebenen Intervallen 
Wnrzeln der vorgelegten Gleichung aufzusuchen. 

XIII. Die vorgelegte Gleichung sei: 

X* -^ ix' — 3x -i- 2S =0. 

Die Functionenreihe lautet: 



. ix' " 12»;* ■ 
. 12«* — 24a; 



J^-IV 



, 24. 



[106] Setzt man die Zahlen 0, 1, 10 ein und betrachtet 
die Vorzeichen der Resultate in den Functionen: 

A''^Ä'"',Ä'"", X' Ä', 
so findet man: 



i 



|«0i. 
(0) . . . 



I(>1)- 



- + 
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In diesem Beispiel biingt die Substitution von an die. 
Stelle von x die Function J5" zum V eisch winden ; dHher musa 
man die Hegel des doppelten Vorzeichens anwenden. Sie 
zeigt, dass man in der oberen Reihe « 0) das Vorzeichen 
+ tlber das Zeichen und in der nntei'en das Zeichen — 
ant«r schreiben mnsB. Vergleicht man die zwei Keihen « 0) 
und O 0), so findet man in der ersten 4, in der zweiten nur 
2 Vorzeiehenwechael. Die Gleichnug hat daher zwei imaginäre 
Wurzeln, die in dem unendlich kleinen Intervall von < bia 
>0 fehlen, 

Die Substitution der Zahl 1 bringt die zwischen liegen de 
Function -Y'" zum Verschwinden; wendet man daher die Regel 
des doppelten Vorzeichens an, so wird das Zeichen der 
mittleren Eeihe (1) in der oberen li«ihe «[ 1) durch — nnd 
in der nnteren Reihe (|> 1) durch -[- ersetzt. Vergleicht man 
jetzt die zwei Reihen (<; 1) und {]> 1), so findet man dieselbe. 
Anzahl von Vorzeichen wechseln ; daher fehlt in dem Inteirall 
von <[ 1 bis ^1 keine Wnrzel. Diese Substitution für die 
Zahl 1, welche eine der zwi sehe nliegen den Functionen annullirt, 
behält die Anzahl der Vorzeichenwechsel bei. Mit der Sub- 
stitution von 0, welche zwei Vorzeiehenwechael znm Ver- 
schwinden bringt, verhält es sich nicht so, sie zeigt, dass der 
Qleichung in dem InteiTall von < bis > zwei Wurzeln 
fehlen. 

[107] Um die Vorzeiehenreihen , welche die Substitution 
von nnd die von *1 ergeben, mit einander zn vergleichen, 
muss man die Reihen (> 0) und «1) anwenden; um aber 
die Reihen, welche die Substitution von 1 nnd die von 10 
ergeben, zu vergleichen, rous3 man die Reihen O 1] nnd (10) 
anwenden. Der Vergleich der Reihen OO) und {<C 1) zeigt, 
dass zwischen und 1 keine Wurzel Hegen kann: denn diese 
zwei Reihen haben dieselbe Anzahl von Vorzeichen wechseln.' 
Der Vergleich der Keihen O 1) ""d (10) zeigt, dass man im 
Intervall 1 bis 10 zwei Wurzeln suchen darf; denn die zweite 
Reihe hat keine, die erste hingegen zwei Vorzeiehenwechael. 
Die vorgelegte Geichung hat daher zwei imaginäre Wurzeln; 
die zwei anderen Wurzeln können nur in dem Intervalle 1 bis 10 
esistiren. Es bleibt noch zu prttfen. ob sie reell sind oder 
in diesem Intervall fehlen: dies werden wir spater piflfen. 

XIV. Die Gleichung: 

.r' + 23^* — 3a;+ S = 
^^ ergieht die folgenden Resultate: J 



Die Auflösung der bestimmten Gleichungen. 101 

X =3a:« + 4;r — 3 
X" =6aj + 4 
X"' = 6 



und 



(- 10) . . . + — h - 

{- 1) . . . . + h 

(0) + H h- 

(1) + + + +. 

Der Vergleich der Reihen ( — 10) und ( — 1) zeigt, dass 
die Gleichung zwischen — 10 und — 1 eine reelle Wurzel be- 
sitzt und dass sie in diesem Intervall auch nicht mehr als 
diese eine haben kann. Die erste Reihe hat nämlich 3, die 
zweite nur zwei Vorzeichenwechsel. Durch Vergleich der 
Reihen ( — 1) und (0) sieht man, dass man zwischen — 1 und 
keine Wurzel suchen darf; denn die zwei Reihen haben die- 
selbe Anzahl von Vorzeichenwechseln, nämlich 2. 

[108] Was das Intervall von bis 1 betrifft, so muss man 
dort zwei Wurzeln suchen, weil die Reihe, welche die Sub- 
stitution von anstatt x ergiebt, zwei, die Reihe hingegen, 
welche 1 entspricht, keine Vorzeichenwechsel hat. Es bleibt 
noch zu prüfen, ob die zwei zwischen und 1 gelegenen 
Wurzeln reell sind oder ob sie in diesem Intervall fehlen. 

XV. Ist die vorgelegte Gleichung: 

x^ + x'^ + x' — 2bx — 36 = 0, 

80 hat man die Reihe von Functionen: 

X = a;5 _j_ ^4 _j_ ^2 __ 25a: — 36 
X =bx^ + ^x^ + 2x — 2b 
X' = 20a;' + 12ir« + 2 
X'" = 60a:^ + 24a; 

XIV = 120a; + 24 

XV = 120. 

Setzt man die Zahlen: 

— 1, — 10, — u. s. w. 
0, 
1, 10, u. s. w. 



A"', A''^', A"", A", A", X 



«0). 
(0)... 
I(>0}. 




[10) + + - 

Uureh Vei^Ieichen dieser Resultate folgert man: 

[lOÖ] 1. Alle Wm-zeln sind in dem Intervall von — 10 

bis + 10 zu suchen; denn eine der Reihen hat 5, die andere 

keine Vorzeichenwechsel. 

3. Zwei dieser Wurzeln sind zwischen - — 10 und — 1 zu 

suchen; denn die erste Reihe hat 5, die Kweite nur 3 Vor- 

Kcichenwechael ; aber es bleibt noch zu prüfen, ob diese zwei 

Wurzeln existiren oder imaginär sind. 

3. Da die Reihe «0) zwei Vorzeichenwechsel mehr als 
die Reihe OO) hat, so besitzt die Gleichung zwei imaginäi'e 
Wurzeln, welche in diesem unendlich kleinen Intervall fehlen. 

4. nie (jleichung hat keine Wurzel zwischen — 1 nnd 0, 
da sowohl die Reihe (—1) als auch die Reihe «.0) drei 
Vorzeichenwechsel besitzen. 

5. Die Gleichung hat keine Wurzel zwischen und 1, 
weil die Reihen (> 0) und (1) je einen Vorzeichenwechsel be- 
sitzen. 

6. Die Gleichung besitzt zwischen 1 nnd 10 eine reelle 
Wurzel, weil die zweite Reihe einen Vorzeichenwechsel weniger 
ah die erste Reihe besitzt; diese Wurzel ist völlig getrennt. 

XVI. Wendet man den am Ende des Artikel» XI ane- 
gesproeheuen Satz auf die binomischen Gleichungen der Form: 
x"' + a^ = 

oder diejenigen, welchen mehrere aufeinanderfolgende Terrae 
fehlen, wie: 

x"' 4-a,;t"'-' + ",„ = 

an, so erkennt man durch Anwendung der Regel des doppelten 
Vorzeichens sofort die Anzahl der imaginären Wurzeln, welche 
aus dem Fehlen der Glieder resultiren. Siud die Gleichung) 



siehe I 
ngen I 
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binomiseh, so ergiebt die Snbstitiition von für x in die 
Functionenreihe : 

^UO] X^'"), XC"~", Xf"'-''>, Ji<-'"-'l . . , X', X 
die folgenden liesultate: 
|«0)... + - + - ..- +0., 

(0) + ... + «,„ 

l(>0). .. + + + + ... +n,„. 

Ist m gerade und der Coefficient «,„ positiv, so hat die 
Keihe (<C0) nnr Vorzeichen Wechsel und die Reihe (|>0) keine; 
mithin sind alle Wnrzeln imaginär. Ihre Anzahl iat m. Ist m 
gerade und der Coeflicient a,„ negativ, so fehlen der Gleichung 
im nnendlieh kleinen Intervall <C bis > i» — 2 Warzeln. 

Die Gleichung hat zwiBchen — — nnd eine reelle Wurzel 

und eine andere zwischen ü und ■ 

Ist ni ungerade, so ersehüesst man aus dem Anblick der 
Reihen, dass die Gleichung m ~ 1 imaginäre nnd eine einzige 
reelle Wurzel besitat, deren Vorzeichen dem von a„, entgegen- 
gesetzt ist. 

Was die Gleichnngen der Form : 

j:'" + „.x'"-' + a,„ = 0, 
bei denen mehrere aufeinanderfolgende Terme fehlen, betrifft, 
so erkennt man nach derselben Begel, dass sie infolge der 
fehlenden Glieder nothwendig imaginäre Wurzeln haben; tlber 
ihre Bestimmung kann man Folgendes sagen ^"j: Da auf j;" 
das Glied a.j-f'^' folgt, so ist die Anzahl der imaginären 
Wurzeln, die allein infoige dieser Thatsache esistiren, gleich 
( — 1, wenn i — 1 eine gerade Zahl ist; ist i — 1 ungerade, 
90 ist ihre Anzahl bei positivem a,- gleich i, hei negativem a^ 
gleich i — 2. Die Gleichung x'" -[- a-x^"'* -\- a„^ = kann auch, 
wie ans der Hegel des doppelten Vorzeichens folgt, nicht mehr 
als 4 reelle Wurzeln besitzen. Sind i — 1 und m beide gerade, 
ao folgt allein aus der Kegel des doppelten Vorzeichens, dass die 
Gleichung wenigstens m — 2 imaginäre Wurzeln halten mnss. 

Zum Beispiel ersieht man sofort, daas die Gleichung: 

■.c' + x+l=(i 

vier imaginäre Wurzeln besitzt; denn ihr fehlen zwischen Awa. 
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Oliedern x'' und x, welche daBselbe Vuizeiclien hahen, drei 
aufeinandertblgende Terrae. 

[111] Die soeben ansgeaprochenen ßeaultate sind reeht leicht 
ans dem im Artikel XI gegebenen Satze zu beweisen; ea ist 
daher nicht nöthig, sie anseiDanilerzQSft^eD llbrigena sind sie 
meistens bekannt, und man beweist sie leicht vermöge anderer 
Principien. 

XVII. Wendet man dieselbe Lnteisnchungauf die Gleichnng: 
x' — 2x' — ^x^ 4- 4./:* — Öic 4- 6 = 
an, so findet man: 

X =x' — Sar' — 3a;" + 4i' — 5a; + 6 
X' = Ix" — IO3;' — 93:* -I- 83; — 5 
X" = 42x^ — 40x= — I83: + 8 
. X" = 2101* — 120^* — 18 

XIV .^ 8403:= — 240a; 

XV = 2520a;* — 240 
X'^' = 5040J- 

Xvu = 5(j40 
and kann die folgende Tabelle bilden: 

X™, X'''!, A'V Ä'i^", Ä"", A"', A", X, 
(- 10) . . . 4- - + - + - + - 
(-1)-.-- + - + - + + - + 
|{<0).... + -- + - + - + 

(0) + ^ ^ + - + 

lOOj. ... + -!---- + - + 

(1) + + + + + - - + 

(10) + + + + +-t- + 4-- 

1. Vergleicht man die zwei Reihen {— 10) nnd ( — 1), ao 
sieht man, daaa die zweite nur einen Zeichen Wechsel weniger 
ala die erste hat. Mithin hat die Gleichung zwischen den 
Grenzen — 10 und — 1 nur eine einzige reelle Wurzel. 

2. Die Einsetzung von für x ei^ebt mehrmals das Re- 
snltat 0. Man wird daher die zwei Reihen « 0) und O 0) 
bilden nnd wird, wenn man diese zwei Reihen vergleicht, er- 
sehen, das9 die eine 6, die andere 4 Vora eichen Wechsel be- 
sitzt. [112] Daher hat die Gleichung zwei imaginäre Wurzeln, 
welche in diesem Intervall fehlen. 
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3. Vergleicht man die Reihen ( — 1) und « 0) so erkennt 
man, dass die Gleichung zwischen — 1 und keine reelle 
Wurzel besitzen kann. 

4. Vergleicht man die Reihen OO) und (1), so erkennt 
man, dass zwischen und 1 nicht mehr als zwei reelle Wurzeln 
liegen können. Es bleibt noch zu untersuchen, ob diese Wurzeln 
thatsächlich existiren oder ob sie in diesem Intervall fehlen. 

5. Aus dem Anblick der Reihen (1) und (10) schliesst 
man, dass man zwischen den Grenzen 1 und 10 zwei Wurzeln 
suchen soll. 

So ergeben sich die Intervalle, in denen man Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung zu suchen hat, nämlich das von — 10 
bis — 1, in dem sicher eine einzige reelle Wurzel existirt; das 
von bis 1, in dem man nicht mehr als zwei reelle Wurzeln 
finden kann, das von 1 bis 10, in dem man auch zwei Wurzeln 
suchen darf. Man ist auch sicher, dass die Gleichung zwei 
imaginäre Wurzeln hat; sie gehen in dem unendlich kleinen 
Intervall von <[ bis > verloren. 

XVni. Wir führen noch zwei Beispiele an für den Vor- 
gang, den man befolgen muss, um leicht die Intervalle, in 
denen die Wurzeln gesucht werden müssen, zu finden. 

Das erste Beispiel ist die Gleichung: 

x^ + 3a:* -f 2ir'* — 3ir^ — 2a: — 2 = 0. 



Man hat: 






X . . 


. . x'' + 3x* + 2x^ 3a:- 2x 


2 


X' , . 


. . 5a:* + 12a:3 + 6a:- 6x 2 




X\ . 


. . 20a:^ + 36a:*+12a! — 6 




X'" 


. . . 60a:* + 72a: + 12 




XIV 


. . . 120a: +72 




X^' 


. . . 120. 





Setzt man die Zahlen — 1, 0, 1, 10 ein, so findet man 
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A'^', A'"", A"", A'", A". A, 



« 1) • • 
(_ 1) . . 

lO-i) 

(0) . . . . 

(1) . . . . 

(10) . . . 



— 




+ - + 


+ 




- + 


+ 




- - + 




+ 


— — — 


— 


+ 


+ + + 


+ 


+ 


+ + + 



+ 
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Beim Anblick dieaer Reihe» Btelit man, 

1. daas die vorgelegte ttleichiing keine Warnel jenseits 
von — 1 hat, da die lleilie « — 1) ftlnf VoiTeicben Wechsel 
besitzt: 

2. dasB Kwei Wurzeln in dem Intervall, dessen Grenzen 
<^ — 1 und > — 1 sind, verloren gehen, da die l'irenze <; — 1 
l'ilnf Zeichenwechaeln entspricht, während in der Reihe O — 1) 
nnr drei Zeichenwechsel anftceten ; 

3. daas man zwischen — 1 imd zwei Wnrzelii suchen 
musa, denn die Keihe [>- ^ 1) hat drei, die Keihe [0) nnr 
einen Z eichen we chsel ; 

4. dass zwischen nnd 1 keine Wnrzel existiren kann, 
denn die zwei Reihen (Oj nnd (1j haben dieselbe Anzahl 
Zeichenwechsel, nftmlich einen; 

5. dass die Gleichung zwischen 1 nnd 10 eine einzige 
reelle Wnrzel hat: denn die Iteihe (10) hat einen Zeichen- 
wechsel weniger als die Reihe (1). 

XIX. Das zweite Beispiel ist die Gleichung: 

,';'■— 10.c»-(- üji-f-l = 0. 
Mau h»t: 

A' — .7:- — IOj;^ + 6a: H- 1 
A" = bx' — 30a;' + fi 
X" = 20k> — 60x 
A""= 60j:*--60 
A'"'= laOa: 
A" = 120 
[114 niid kann die folgende Tabelle bilden: 

A'V, A''^ A"", X", X', X. 



Die Aiiflüsimg ikr lifsliiriuten Gk-icliuiigen. 107 

Man sehliesst aus den Ileiheu ( — 10) und [<; — 1), dass 
iwischeu — 10 und ^ 1 eine einzige reelle Wurzel esistirt, 
( den Iteihen (^ — 1 ) nnd «[ 0), dass man zwischen — 1 
und zwei Wurzeln suchen musa^ aus den lieihen {]> 0) und 
(<^ 1 ], dass die Gleichung zwischen (.) und 1 eine einz^e reelle 
Wurzel hat, aus den Reihen [^ 1] nnd [10), d&ss man /.wischen 
1 und 10 eine einzige reelle Wurzel zu suchen hat. 

XX. Es würde annöthig sein, diese Anwendungen zu ver- 
mehren; wir haben sie so anegowählt, dass sie eine genflgend 
grosse Anzahl veraehiedener Fälle darbieten. 

Es ist klar, dass dieser Proeeas ohne Unsicherheit den Ort 
der Wurzeln, d. h. die Grenzen, zwischen denen man sie suchen 
tanss, erkennen Iftast; jedoch bestimmt er nicht immer die 
Hatnr dieser Wurzeln. Im Gegentheil sieht man, dass, wenn 
die Anwendnng des Theorems eine gerade Än/.ahl von Wurzeln 
' in einem vorgegebenen Intervall angiebt, es eintreten kann, 
daas alle diese Wurzeln imaginär sind. ill5] Wir haben daher 
eine zweite Frage, die Beatiinmnng der Natnr der angegebenen 
■Wnrzeln, zu entscheiden. Im Folgenden geben wir eine voll- 
Ständige Löanng dieser zweiten Frage; dieselbe ist von der 
eraten, bisher behandelten, welche sich mit der Angabe der 
Intervalle beschäftigt, in denen man die Wnrzeln suchen mnss, 
ganz verachieden. 

Man mnss sich denken, dass man den Abstand von zwei 
dem X beigelegten Werthen, von denen der eine in sehr grosser 
Ihitfemnng nnterhalb und der andere in sehr grosser Ent- 
femnng oberhalb liegen, in eine Anzahl Intervalle getheilt 
hat. Jedes dieser Th eilinte rvalie hat zwei Grenzen o nnd b. 
Diese Intervalle sind nun von zweierlei Gattung: 

1. Solche, in denen man keine Wurzeln der Gleichung 
Büctien darf. Diese Intervalle erkennt man durch folgende 
Eigenthümlichkeit: setzt man ihre Grenzen n und h in die 
Punctionenreihe: f^'"^x), f^'"-*>{r], . . ., f"{x], f'{x), f[x), so 
ergiebt dies zwei Reihen von Resultaten und die zweit« Reihe 
hat ebensoviel Zeichenwechsol wie die erste. 

2. Intervalle, iu denen man znr Aufsnchung der Wurzeln 
vorgehen kann. Diese Intervalle erkennt man durch folgende 
i%enthümlichkeit : setzt man ilie Grenzen n und // in die 
FnnctionenreUie, so hat die durcL Substitution der grösseren 
Grenze /i gegebene Reihe weniger Vorzeichenwechsel als die 

I Beihe, welche die Substitution von n liefert. 
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Die ersten Intervalle sind anageachlosBen ; ihre Geaammt- 
auädehnung ist unvergleicMich grösser als di^enige der anderen. 
Waa die zweiten Intervalle betrifft, so sind sie selbst von 
zweierlei Art: nänilicb diejenigen, in denen Wurzeln tliatsäctt- 
lich exiatiren, nnd diejenigen, in denen die Wurzeln verloren 
gehen. Es bleibt uns noch übrig, diesen Unterschied klar 
anaeinanderzusetzen nnd sichere, leicht anwendbare Regeln znr 
Unterscheidung dieser zwei Arten von Intervallen anzugeben. 

XXI. Die angeregte Frage bietet sich z. B. bei der Be- 
handlung der im Artikel XII betrachteten Gleichung: 
3^ — 3x'^ 24x' + 95j:' — 46a; — 101 = 

dar. Das allgemeine Theorem giebt an, daaa man zwischen 
den Orenzen 1 und 10 drei Wui'zeln suchen muas. Setzt man 
in die Reihe der Functionen eine Zahl c, die gri3sser als 1 und 
kleiner als 10 ist, ein, so theilt man das Intervall 1 bis 10 
in zwei Tlieile nnd hat dann die voranfgeh enden Sätze auf 
die Theiliutervalle 1 bis e nnd c bis 10 anzuwenden. [116] 
Fährt toan so mit der Einsetzung von zwischenliegenden Zahlen 
und der hierdurch ausgefCihrten Theilung der Intervalle fort, 
so gelangt man, wenn die drei Wnizeln reell sind, dazu, die- 
selben zu ti'ennen, nnd man findet für jede derselben ein Intervall, 
in dem sie allein gelegen tat; dies ist der Zweck der Unter- 
suchung. Sind aber zwei der gesuchten Wurzeln imaginär, ao 
führt die Untertheilnng des Intervalls zu keinem Ende; man 
weiss nicht, ob die Trennung der Wurzeln, weil dieselben 
imaginär sind, nnmögUch wird, oder nur, weil ihre Differenz 
ausserordentlich klein, eine verzögerte ist. 

Beschränkt man sich darauf, zwischenliegende W^erthe eiii- 
znaetzen und immer die Vorzeichen der Resultate zu vergleichen, 
so kaun man diese Schwierigkeit nicht überwinden; diese 
Frage erfordert eine besondere Regel. Aus diesem Grunde 
kann auch die vonifo/'evorgeschlagene'Cascadenmcthode«^') 
nicht zur Bestimmung der Wnrzelgrenzen dienen; denn ihr 
fehlt ein Verfahren znr Bestimmung der imaginären Wurzeln. 

Das Ann äherungs verfahr en , das man Neu-ton verdankt, 
löst diese Frage auch nicht; vielmehr setzt es dieselbe als gelOst j 
voraus. A'pwton'a Methode ist eines der schätzenawertheBten 
Elemente der Analysis; denn sie bezieht sich auf alle Zweige 
der Ileehnnng, aber sie hat nicht die Unterscheidung der 
imaginären Wurzeln zum Gegenstand. I'^m diese anazufStiren, 
haben Lnyraiuje und Warinfi'^'^] die Bestimmung der kleinsten 
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Differenz der Wnraeln der GUicliiiug oder einer Grösse, die 
kleiner als diese kleinste Differenz ist, voi'gcschlagen. Vom 
theoretischen Standpunkte betrachtet ist diese Lösung exact. 
Wäre es in der That gelungen zn erkennen, dasa die Differenz 
der reellen Wurzeln, die am weuigsten differiren, kleiner als 
eine gewisse Grösse _/ ist, so würde es gentlgen, f(lr die 
Variable x aufeinanderfolgend Zahlen, deren Differenz J oder 
kleiner als ^ ist, einznaetzen. So wäre man sicher, alle 
Wnrzeln zu unterscheiden,; würde man auf diese Art nicht 
ebensoviele Wurzeln finden, wie der Grad m der vorgelegten 
Gleichnng Einheiten hat, so würden diejenigen Wurzeln, welche 
man dui'ch diese Substitutionen nicht getrennt hat, in gerader 
Zahl vorhanden sein und gleich der Anzahl der imaginären 
Wurzeln der vorgelegten Gleichuag werden. [117, Aber man 
findet es leicht erklikrlich, dass mau eine derartige Methode 
der Auflösung nicht zulassen kann. Erstens ist die Rechnnng, 
welche diesen Werth der Grenze J kennen lehrt, ffir die 
Gleichungen etwas höheren Grades unpraktisch. Zweitens 
würde man in Intervallen, iu denen nach dem allgemeinen 
Theorem (Artikel VIII) keine Wurzel existiren kann, Substitutionen 
anafShren. Man miisäte daher znuächat das allgemeine Theorem 
ajiwenden und nur in den Intei'vallen, wo die Wurzeln gesucht 
werden dürfen, Substitutionen ausfahren. Dieses Verfahren 
würde die Länge der Eechnung vermindern, aber nicht davon 
frei machen, den Werth von ^ zn finden; dies ist aber die 
Hauptschwierigkeit. Daher war es nöthig, mittelst anderer 
Principien diese sehr wichtige Frage, welche mit Sicherheit 
die Natnr der Wurzeln zu erkennen gestattet, zu hehandeln- 
Es gelang mir, seit lange sie durch ein schnelles und leichtes 
Verfahren zu behandeln. Die in den folgenden Artikeln aus- 
einanderzusetzende Lösung habe ich früher in den Vorlesui^en 
»n der ficole Polytechnique de France vorgetragen; sie ist 
die klarste und einfachste unter allen, welche ich für diesen 
Gegenstand finden konnte. Ea handelt sich hier um ein 
wesentHchea Element, welches man als schwierigsten Punkt 
der ganzen Theorie betrachten muss, den vOllig aufzuklären 
wir uns bemtihen niussten. Es genügte nicht, das analytische 
Princip, ans dem wu' die Lösung hergeleitet haben, anzugehen ; 
vielmehr iat es vorzuziehen, die Sätze durch Anwendung von 
Gonstructionen klar zn machen. Nichts ist geeigneter, die 
Natur der Frage aufzuklären. Dann geben wir mehrere Bei- 
spiele fitr die zur Lösung der Frage fahrende allgemeine Regel. 
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XXU. Man setzt voraus, dass nach Einsetenng 
a nnd h in die FonctioDenreihe : 

/<»,(4 /■(.»-.)(«), . . ., ^."(i), ^'i^), /-H, fl^] 

die Keihe (a) der Vorzeichen der Resaltate, d. h. diejenige, 
welche dnrch Einsetzen von n resultii't, von der Reihe (6) aich 
dadnrcli nnterscheide, dass die zH'eite Reihe zwei Vorzeichen- 
wechsel weniger als die erste enthält; li soll dabei grögaer 
als a sein. Znm Beispiel möge die Reihe [n] mit den Vor- 
zeichen ; 



IllSj und die Reihe [b) mit den Vorzeiclien: 

+ + + 
sehliessen. Wir setzen auch voraus, daas in allen Theilen 
dieser zwei Reihen, welche Unka von den soeben hingeschriebenen 
Vorzeichen stehen, jedes ^'o^zBichen der Reihe (a) mit dem 
entsprechenden Vorzeichen der Reihe [b) übereinstimmt. Man 
sieht, daas, wähi'end die eingesetzte Zahl \aa\ Werthe a zam 
Werthe h übergeht, die Reihe der Vorzeichen zwei Vorzeichen- 
wechsel verliert. Aus dem voraufgegangenen Theorem des 
Artikels VII folgt daher, dass die Gleichung f{x] r= nicht 
mehr als zwei Wni'zeln zwischen a nnd b haben kann; man 
weiss aber nicht, ob die zwei angezeigten Wurzeln reell sind 
oder in diesem Intervalle verloren gehen: dies ist die zu 
lösende Frage. Lässt man aber in jeder der zwei Reihen [a] 
und {h) das letzte Vorzeichen fort, so enthält die erste Reihe 
nur einen Vorzeichenwechsel mehr als die zweite Reihe. Daher 
kann die Gleichung f'{x) ^ nnr eine Wurzel zwischen a 
und b besitzen und man ist sicher, dass diese Wurzel reell ist. 

Läast man femer die zwei letKten Vorzeichen einer jeden 
der Reihen (a) und (i) fort, so findet man infolge der Voraus- 
setzung, dass die erste Reihe nicht mehr Vorzeichen Wechsel 
als die zweite hat. Die Gleichung f'[x] = hat daher zwischen 
tt und I' keine Wurzel; d. h. es giebt in diesem Intervall keine 
Zahl, welche, für x gesetzt, die Flusion zweiter Ordnung /"'(r) 
zn Null macht. 

XXIII. Es ist leicht, durch die Eigenschaften der Figur die 
Relationen zwischen den Fimctionen /"(a:), f'{x], f[r) darzustellen. 
Die Ordinate .'/ der Curve mpn {Figur 4 und 5) drückt 
Werth aus, welchen die Function f[x) annimmt, falls man 
Variabein x irgend einen auf der Äbscisse Ox gemessenen 
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Wei'th beilegt. Die Urenzeu i uud h sind die Äbscisäen da, 
0/'. Dei' Bogeu mpu, welcher diesem Intervall o /' eiitsiMiüht, 
hat keinen Indes ionspimkt ; denn der Wei'th der Absciase, die 
jedem, Inflexionspunkt entspricht, aniuillirt die Flusion zweiter 

Ordnung /"'(x) oder -^. [119] -So ist der Bogen mpn t 

von Krflmmnngen, und da der Werth von f'(^] an den zwei 
Grenzen des Bogena positiv ist, ao sieht man, dasa dieser 
Bogen die von der Fignr angegebene Form hat. Er ist längs 
Beiner ganzen Ausdehnung concav. Seine concave Seite ist 
der oberen Seite der Fläche zugekehrt. In einem gewissen 
Pnnkt p dieses Bogens ist die Tangente der Abscissenaxe par- 
allel. Dieser Punkt entspricht dem Werthe von x, welcher 
die Fluxion erster Ordnung f{x) annnllirt; da die Gleichung 
f{x} = nur eine einzige Wurael zwischen den Grenzen a 
und b hat, so exiatirt nur ein einziger Punkt p, in dem die 
Keigung Null ist, Ftlgt man zu dieser Bedingung noch hinzu, 
daas die äusaersten Ordinalen f{fi] und f[b) positiv sein sollen, 
so sieht man, dass der betrachtete Theil der Curve dnrch die 
Figur 4 oder 5 dargestellt wird. Im ersten Falle esistiren 
xwei Schnittpunkte a uud |B, und die Absciasen Oa und 0^^ 
diücken die Werthe der reellen Wurzeln ans. Bei der zweiten 
Fignr eiTeicht der Bogen nicht mehr die Abscissenase ; es 
existürt also kein Schnittpunkt, so dass die zwei gesuchten 
Wurzeln imi^inär werden. Die vorgelegte Frage besteht dai'in, 
die zwei Constructioneu, durch welche die vorgelegte Function 
im Intervalle der Grenzen a und b dargestellt wird, zu unter- 
scheiden. Wtti'de man den genauen Werth 7 derjenigen Abaciase 
O-;', welche dem Punkte p mit einer zur Axe parallelen Tan- 
gente entspricht, kennen, ao wäre die Frage leicht gelöst; 
man brauchte diesen Werth ■■ nur in die Function f{x] ein- 
zusetzen und das Vorzeichen des Hesultats zu prüfen. Ist 
dieses Vorzeichen von dem gemeinsamen Vorzeichen der zwei 
Resultate f{n) und f{h) verschieden, so esistiren zwei Schnitt- 
punkte a und ^. Ist aber das Zeichen von f{y) dasaelbe wie 
das von f{a) und f{b), so fehlen die zwei Schnittpunkte und 
die Wurzeln sind daher imaginär. 

Man könnte einen Näherun gswerth der Wurzel 7 der Glei- 
chung f{x) ^ filr :r in f[x) einsetzen. Hat das Kesultat 
dieser Substitution ein von f{a) und f{h) verschiedenes Vor- 
zeichen, so sind die zwei Wurzeln sicher reell; dieselben 
Bind dann getrennt. Ist aber das Vorzeichen da& V^e^-^fta^ 
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dasselbe wie das von f[n'\ nud f{b), so bleibt die S'ätnr t 
WiiTzeln unbestimmt; denn man weisa nicbt, ob man nicht, 
wenn man in fix] einen noch näher bei 7 liegenden Werth 
einsetzt, ein von dem Vorzeichen wimfia) \mAf[h) verschiedenes 
Zeichen erhält. 120] Diese Schwierigkeit wftrde sich noth- 






Fig. i. 

wendig jedesmal, wenn (He Wurzeln imaginär sind, darbieten; 
sie wflrde immer bestehen bleiben, trotzdem das Intervall der 
zwei Grenzen ansserord entlieh verkleinert werden könnte. 

XXIV. um diese Zweideutigkeit zu beseitigen, beachten 
wir, dass sich die zweite Conetrnction (Figur 5) von der ersten 




Figur 4) durch einen eigenthiimliehen Charakter, den anch 
die Rechnung auszudrUckeu vermag, unterscheidet. Wir wollen 
in der durch Figur 5 dargestellten Conatraction in den Punkten 
m und n zwei Tangenten ziehen; diese mögen die Axe in 
«' und li schneiilen; in diesen Punkten n and h' errichte 
man die Ordinalen a'vi', h'ii', und ziehe in den Punkten m' 
und n' zwei neue Tangenten bis zum Bchnitt mit der Axe. 
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Nach einer oder mehreren iihnlifben (.tperationen wird ea dann, 
irie es aofort eiulenchtet, nothwendig eintreten, dass man diese 
anfeiD and erfolgen den Tangenten nicht mehr ziehen kann, 
ohne dass sie schliesslich das Intervall «6 verlassen; der Ab- 
Btand (les Punktes a von dem Schnittpunkte der Tangente mit 
der Ase, d. h. die Subtangenle, wird sicherlich gröaser als 
das Intei-vaU ab werden. Hat hingegen der Bogen mn, wie 
es Figur 4 darstellt, zwischen a und /' zwei aehnittpnnkte, 
Bo wird die soeben ausgesprochene Bedingung nicht einti'eten; 
jede der Subtangeuten 'i'i.', an", . , . wird immer kleiner als 
das Intervall ab, ab, . . . sein. Ebenso werden sich die anf- 
ein anderfolgen den Snbtangenten hb', b'b", ... bei einem Ver- 
gleich mit den Intervallen ha, b'a, . . . verhalten. Nimmt 
man bei Ausführung derselben Construotiou in Figur 4 die 
Werthe der zwei Snbtangenten ia\ bb' nnd fügt sie, ohne 
die Vorzeichen zu bertlcksichtigen, zusammen, d. h. ertfaeilt 
man jeder dieser Grössen das Vorzeichen +, so wird die 
Summe immer kleiner als daa Intervall ab zwischen den zwei 
Grenzen. Ebenso verhält es sich mit allen folgenden Sub- 
tangenten; die Summe zweier Sufataugenten, die aicb auf zwei 
Äosserste Enden irgend eines Intervalls a'b', a"h", . . . beziehen, 
wird immer kleiner als dieses Intervall sein. Dies ist ein 
unterscheiden de a Merkmal für den Fall, bei dem der Bogen 
mpn zwei Schnittpunkte besitzt. 

Wir haben vorausgesetzt, dasa der Punkt m [Fig. 4 nnd 5) 
genan dem änasersten Ende der Snbtangente aa' entspricht. 
[121] Entfipricht der Punkt m' einem zu n benachhai-ten Pnnkt, 
der zwischen den Punkten n und a liegt, so wSrden die Sätze 
nngeändert bleiben. 

XSV. Bedient man sich dea bekannten Ansdracks ftir die 
Snbtangente /;'/, so kann man auf die vorstehende Darstellung 

leicht die Kechnnng anwenden. Der Anadruck -- ist gleich 

dem Verhältniss der zwei Linien iih und hb' zu einander; 
hieraus schliesst man: 

dr ' ■ ' dx f (6) 

Bildet man also den Quotienten der zwei Beanltate flp) 
und /"(&), 80 hat man den numeriachen Werth der Snbtangente 
hb' . Ebenso findet man durch Division von ({if\ dan^ti, f'^^ 



abgesehen vom Vorzeichen, den Werth der Subtaiigente aa. 
Allgemein ist der Auadniek filr die Abacisae 0?/, welche dem 
Schnittpunkte // der Tangente nl>' mit der Axe entspricht, 

' m 

a und dann b, so wird, wenu die Cnrve derartig, wie es die 
Fignr 4 darstellt, verläuft, das zweite Resultat fi — j. 1-. immer 

grilsaer ala das erste a — -J^— Dieae Bedingung kann nur 

dann zu bestehen aufhören, wenn die Lage dea Bogena die 
der Figur ö ist; in diesem Fall hurt die Bedingung, wenn man 
die anfein anderfolgenden Tangenten zieht, nothwendig einmal 
zu bestehen auf Die den reellen Wurzeln eigenthümliche 
Bedingung wird daher durch: 

" /■■(«)< nn""'" r(i.) + -rw< ° 

auögedi'lckt. Hieraus folgt, dasa, wenn die zwei Grenzen a 
und b gegeben und die Resultate /'(a), /"(«), f'{b), f{h) bekannt 
sind, man, um die Katnr der zwei angekündigten Wurzeln zu 
erkennen, f[a] dnrch f'[a) und f{b) durch f'{b) dividiren mnaa*'). 
Wenn einer dieser zwei Quotienten, abgesehen vom Vorzeichen, 
oder die Summe dieser zwei Quotienten die Differenz b — a 
der zwei Grenzen übersteigt oder derselben gleich wird, so 
ist man sicher, dasa die zwei Wurzeln nicht reell aind, 

[122| Ist aber die Diiferenz h—a der zwei Grenzen grösser 
als die Summe der zwei Quotienten, so kündigt dies an: der 
Abstand der zwei Grenzen, zwischen denen man die Wurzeln 
sucht, ist nicht genügend klein, um durch eine einzige Ope- 
ration die Natur der Wurzeln erkennen zu können. Man mnaa 
das Intervall ab der zwei Grenzen trennen, in f{x) eine 
zwiacheuliegende Zahl '-, die grösser als a und kleiner als h 
ist, einsetzen und das Vorzeichen des Resultats beachten, Ist 
das Vorzeichen von f[e] nicht dasselbe wie daa gemeinsame 
Vorzeichen von f{a) nnd /"(fi), ao erkennt man, dass die zwei 
Wurzein reell sind; die eine liegt zwischen a und ", die andere 
zwischen p und b. Daa Intervall (- — a- ist so in zwei Theile 
getheilt, von diesen eutliRlt jeder eine reelle Wurzel voll- 
atlndig geti'ennt. 
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Am häuttgaten genügt eine erste Frlifnng zur Erkenuuug 
der Nator der gesuchten Wurzeln. Hierbei findet man, dasä 

die Summe der Quotienten rr— - und ,-- die Differenz i ir 

— f[a] f[b) 

tlbertiifft oder dasB die Hubstitation einer zwiselienliegenden 
Zahl '■ ein Resultat f{c] ergiebt, deeaeu Vorzeichen verschieden 
von dem iat, welches f[a,] und fl^>] gemeinsam haben. Tritt 
keine dieser zwei Bedingungen ein, ao miiaa man schUesäen, 
die Grenzen a und h aeien nicht nahe genug, um durch eine 
einzige Operation die Natur der Wurzeln bestimmen zu können. 
In diesem Falle ergiebt die Substitution der zwischenliegenden 
Zahl c das f{a] und f[h) gemeinsame Zeichen als Vorzeichen 
von f[c). Mit den Resultaten von f'[a), f[b) und f[e) ver- 
hält ea sich nicht ebenso: die zwei ersten haben nach Voraus- 
aetznng entgegengesetztes Vorzeichen. Daher hat einer der 
zwei Änadrflcke f{a] und f'[h) dasselbe Vorzeichen wie f{e)\ 
der andere hat entgegengesetztes Zeichen. Bezeichnen wir mit 
d diejenige der zwei Grenzen a und i, welche in f'[x) gesetzt, 
ein Resultat von entgegengesetztem Vorzeichen wie f[e) liefert. 
Man sieht, dass die Gleichung f'{x) = zwischen den neuen 
Grenzen c und d eine reelle Wnrzel haben wird, die zwei 
Wnrzeln, deren Natur nocit nicht feststeht, müssen im Intervall 
Ton r bis d gesucht werden. Pur dieses zweite Intervall 
voa c Wb d wird man dalier die Regel, welche man auf das 
Intervall a bis b angewandt hatte , benutzen und die Natur 
(UeBer Wurzeln durch einen dem soeben beschriebenen ahn- 
lichen Vorgang bestimmen. 

[123| XXVI. Eb ist nothwendig zu bemerken, dasa, wenn 
die Bwei gesuchten Wurzeln reell, aber gleich waren, man nicht 
nach der voraufgehenden Regel ihre Natur erkennen würde. 
Diesen singulären ZwischentaU kann man aber leicht unter- 
scheiden: es gentigt ja die Functionen f{x\ und f{x) zu ver- 
gleichen nud zu sehen, ob sio einen gemeiusamen Divisor 
(f (x) haben und ob dieser gemeinsame Theiler eine reelle, 
zwischen c nud h gelegene Wurzel besitzt. ExiBÖrt kein der- 
artiger Divisor 71(3!! oder hat die Gleichung fp{x) = keine 
reelle Wnrzel zwischen n und Ö, so gelangt man immer mittelst 
des beschriebenen Verfahrens und durch Fortsetzung der 
Prflfiing, soweit die Form der Om-ve sie fordert, dazu, enl^ 
weder eine Entscheidung zu fällen, ob die gesuchten Wurzeln 
imaginär sind oder, falls dieselben reell aind, sie zu trennen. 
Im letzteren Falle wird das Intervall ah der zwei vorgelegten 
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Grenzen iu zwei andere zerlegt; in jedem derselben befindet 
sich dann eine einzige Wurzel. 

XXVII, Die Figuren 4 und 5 beziehen sich auf den Fall, 
in dem das gemeinsame Vorzeichen von f[a) und f[b) + ist. 
Schüessen die zwei Vorzeiohenreihen (a) und (61, welche man 
vergleichen muas und die sicli nur durch das vorletzte Vor- 
zeichen unterscheiden, mit: 



HO liefert die Construction die Figuren (4') und (5'). Der 
Bogen mpn hat keine KrOmmung, sondern nur einen Punkt 
jj, in welchem die Neigung Null wird. Dieser Bügen ist länga 




seiner ganzen Ausdehnung conves, denn das Vorzeichen der 
Flusion zweiter Ordnung ist — . Ist die Lage des Bogens 
die in Figur i4') dargestellte, ao existiren zwei Schnittpunkte 
a und ji; wird die Lage des Bogens durch die Figur (6') dat- 
geetellt, so fehlen die zwei Sclinittpuukte gleichzeitig in diesem 
Intervall, Die Kegel, welche totin anwenden muss, um zn 
entscheiden, ob die zwei gesuchten Wurzeln reell oder ima- 
ginär sind, stimmt mit der soeben erläuterten völlig überein. 
XXVni. Wir fassen das Ei^ebniss dieser Regel, wie folgt, 



[124] Hat man zwei Grenzen a und b in die Functlonen- 
reihe: /'''"*[;<:), f^'"~'X^\ . . ., f"{x), fix), f\x] eingesetzt und 
die Vorzeichen der Resultate der Reihe {a) mit denen der 
Reihe (6) verglichen, und bemerkt man. dass die zweite (b] 
zwei Voizeichenwechsel weniger als die erst« (nj besitzt, und 
dass beim Fortlassen der zwei letzten Vorzeichen einer jeden 
Keihe die zweite ebensoviel Vorzeichen Wechsel als die erste 
hat, so muss man, um zn beurtheilen, ob die zwei angekfln- 
digten Wurzeln reell sind, die Resultate /"'(<?), f{aj und /"(6), 
f{b) vergleichen und dabei von den Vorzeichen absehen, 
allen diesen Grössen das Zeichen + beilegen. Wenn einer 
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der zwei mit positiven Zeichen genommenen Quotienten 
■wyrr oder ihre Summe gleich oder gnlaser aU i — a iat, so 

iat man sicher, dass die zwei gesuchten Wurzeln imaginär sind. 

Wenn die voraufgegangene Bedingung nicht statt hat und 
die Summe der zwei Quotienten also kleiner als die Differenz 
b — a ist, so hat mau zu prüfen, oh die Functionen f{x} und 
f{x] einen gemeinaamen Factor ff{x) haben und ob die Glei- 
ohon^ (pix) = eine reelle Wurzel zwischen a und b besitzt. 
Existirt dieser gemeinsame Factor (p{xi und hat die Gleichung 
^(a:) ^ eine reelle Wurzel e zwischen a und b, ao hat die 
vorgelegte Gleichung zwei reelle Wurzeln, die gleich c sind. 

Haben aber die zwei Functionen f{x) nud /"'(»:' keinen ge- 
meinsamen Factor oder hat, wenn der Factor <p{x) existirt, 
die Gleichung <p{x} = keine reeUe Wurzel zwischen a und 6, 
was man leicht durch die oben anseinandergesetzten Frincipien 
erkennt, so muss man sehen, ob die zwei zwischen a und b 
angekflndigten Wurzeln der Gleichung f{x) ^ durch Substi- 
tution einer zwischen liegen den Zahl f, die grösser als a und 
kleiner als b ist, getrennt werden können. Man wird daher 
eine solche Zahl r in f{x) snhstituiren. Ist das Vorzeichen von 
flc) nicht dasselbe wie das von f'{a) und {'{b), ao sind die zwei 
gesuchten Wui'zeln reell; die eine ist zwischen « und '■, die 
andere zwischeu '■ und h gelegen. Hat hingegen /">] dasselbe 
Vorzeichen wie f[a) und f[b], so schliesat man; die zwei Gren- 
Een a und l> waren nicht nahe genug, um mit Htllfe eines 
ersten Verfahi'ens die Natur der Wurzeln erkennen zu können. 
[125] Wfthlt man daher diejenige der zwei Grenzen a und b, 
deren Substitution in f'\x) ein Resultat von entgegen gesetztem 
Vorzeichen wie f'{c) liefert, und bezeichnet diese Grenze mit rf, 
ao wird man innerhalb des zwischen c und rf gelegenen Inter- 
ralles ebenso opcriren, wie man es zwischen a und b gethan 
hat. Setzt mau in gleicher Weise das Verfahren fort, so ge- 
langt man auf sicherem W'ege dahin, zu erkennen, ob ea in 
dem vorgelegten Intervall keine Wurzeln giebt, oder aber, 
venn sie existiren, sie zu trennen. 

XXIX. Wir wenden diese Regel auf Terschiedene Bei- 
spiele, zuerst auf die im Artikel XIV behandelte Gleichung 

x' + 2a;* — 31 -f- 2 = 

an. Man hat erkannt, dms diese Gleichung eine reelle, zwischen 
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— 10 und — 1 gelegene Wurzel, welche völlig geifennt 
besitzt. Der Vergleich der Reihen, welche den Grenzen und 
1 enlaprechen, giebt an, dass man die zwei anderen Wurzeln 
in diesem Intervall suchen muss. Aber man weiss noch nicht, 
ob diese Wurzeln thatsächlich existiren oder imaginär siBd. 

Um von der voranfgegangenen Regel Gebrancb zu machen, 
vergleicht man die zwei Reihen: 






rv), f"{A fix), fix) 



*^Bter die zwei letzten Vorzeichen achreibt man die iinmeriaclieii 
Werthe der Resultate ; denn um die Natur der Wurzeln zn er- 
kennen, muss man diese Werthe betrachten. Die Reihen stellen 
den Fall dar, welchen wir zuerst geprüft haben ; die Gleiehtmgr 
f"^x) = hat nämlich zwischen nnd 1 keine Wurael, die 
Gleichung f'[x) = hingegen eine einzige reelle Wurzel. Es 
handelt sich darum, zn erkennen, ob die Gleichung f[x) ^ 
innerhalb dieser Grenzen zwei reelle Wurzeln hat oder ob die 
angezeigten Wurzeln imaginär sind. Entsprechend der Regel 

achreibt man die zwei Quotienten, yrr^ "^"^ f'lhV ^^S^^^^^^ 
vom Vorzeichen, nämlich | und J, hin; man prttft, ob einer 
dieser zwei Quotienten oder ihre Summe grösser oder gleich 
I der Differenz 1 der zwei Grenzen ist. [126] Da diese Be- 

dingung eintritt, so ist man sicher, dass die zwei angekta- 
digten Wurzeln imaginär sind. Daher hat die vorgelegte Glei- 
chung zwischen — 10 und — 1 eine einzige reelle Wurzel, 
Hingegen fehlen im Intervall bis 1 zwei Wurzeln. 

XXX. Als zweites Beispiel für <lie Anwendung derselben 
Regel wählen wir die schon in XV behandelte Gleichung: 
x^ -^- x' + .1)* — 2ÖX — 3ö = 0. 

Man hat erkannt, dass zwei Wurzeln im Intervall — 10 bis 
— 1 angezeigt sind; es handelt sieh darum, festzuBtellen , ob 
die zwei Wurzeln reell sind oder in diesen Grenzen verloren 
gehen. Man erledigt diese Frage, indem man nach der Regel I 
des Artikels XXVIIl die zwei Reihen: I 

f J 
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f"[x), fix), fix] 
(- 10) . . . + - + - + - 

45955 89686 

(-1) + - + - - - 

26 10 

vergleicht. Unter die zwei letzten Vorzeichen jeder Reihe 
haben wir die numerischen Werthe der Resultate geschrieben. 
Die zwei zu vergleichenden Reihen gentigen den Bedingungen^ 
welche der Inhalt der Regel voraussetzt. Man wird daher 

untersuchen, ob einer der Quotienten ,^^^^ , - - oder ihre 

45955 26 

Summe grösser oder gleich der Differenz 9 der zwei Grenzen 

wird: da dies nicht statt hat, so ist das Intervall von — 10 bis 

— 1 in üntertheile zu theilen. Bevor man aber zur Substi- 
tution einer zwischenliegenden Zahl tibergeht, muss man prti- 
fen, ob die Functionen f[x) und /"(ic), 

x^ + x*-\-x'^ — 2bx — 36 und 5x* + 4ic=^ + 2x — 25, 

einen gemeinsamen Divisor haben und ob dieser eine reelle 
Wurzel zwischen — 10 und — 1 besitzt. Da dieser Divisor 
nicht existirt, so setzt man an die Stelle von x eine zwischen 

— 10 und — 1 gelegene, durch eine einzige Ziffer ausgedrtickte 
Zahl. Nimmt man — 2 zu dieser zwischenliegenden Zahl und 
sucht die Vorzeichen der Resultate, welche die Substitution von 
[127] — 2 in die Functionen: 

rix], /•iv(x), f"'{x), fix), f'[x), fix) 
ergiebt, so findet man: 

(- 10) . . . + - + - + - 

(-2) + - + - + + 

(—1) + - + — - — . 

In der Reihe ( — 10) zählt man 5, in der Reihe (— 2) 4, in 
der Reihe ( — 1) drei Vorzeichenwechsel. Folglich hat die Sub- 
stitution der eingeschobenen Zahl die angektindigten Wurzeln 
getrennt. Sie sind daher reell ; die eine ist zwischen — 10 
und — 2, die andere zwischen — 2 und — 1 gelegen. 

Auf diese Art ist die Operation, welche Natur und Grenzen 
der Wurzeln bestimmen soll, vollendet. Die Gleichung hat 
zwei imaginäre und drei reelle Wurzeln; die ^\aft» Vsä*^ 
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zwiächen — 10 und — 2, die zweite zwiächen — 3 uud - 
die dritte zwischen 1 und 10. 

XXXI. Wir haben bisber vorausgesetzt, die zwei ver- 
giichcDeu lieihen seien derartig, daaa: 1) die zweite nur zwei 
Vorzeichen Wechsel weniger als die erste habe, und 2) dasa 
bei Fortlasaung der zwei letzten Vorzeichen die zwei Reiben 
dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechaeln besitzeu. Die Auf- 
oiuanderfotge der Vorzeichen in den zwei Reihen ist einer 
gi'ossen Anzahl von Combinationen fähig, nod die Zahl der 
angekimdigteu Wurzeln kann auch griisser als 2 sein. Wir 
haben noch zu zeigen, dass die Anwendung derselben Kegel 
für alle Fälle zur leichten Unterscheidung der imaginären Wur- 
zeln ausreicht. Diese Unterscheidung kann durch Vergleich 
der Resultate, welche die Sulistitution der Grenzen a und b 
in die Functionen: 

/•(•")(I), /-C»- ')(X), {"•-•(X), . . ., fix), fU), f{T) 

liefei-t, dui'chgefllhrt werden. Diese Resultate lauten: 
^■»)(o), /■C".->(,),y("-)(„|,..., fja), f{a„ M, 

fi-Xb], fi--'>ib), f-'-'m, ..., m, m, /■(»)■ 

[128' In der ersten Reihe zählt man, wie\-iel Zeichen Wechsel 
TOn dem ersten Gliede /'"''[a] bis zum zweiten, bis zum dritten, 
bis zum vierteu u. s. w., indem man von links nach rechtB 
vorgeht, statt haben. Man achreibt über jedes Glied, wie 
/^'"~'5[n), die Anzahl h der Vorzeichonwechael , die in der 
Reihe bis zu dem Gliede /'("'~'^[a), dieses eingeachlo säen, ent- 
halten sind. Ebenso bestimmt man in der zweiten Reihe, wie- 
viel Vorzeichen Wechsel von dem ersten Gliede bis zu irgend 
einem Gliede f^"'~''^b] vorhanden sind. Die Anzahl der in 
der zweiten Reihe bis zum Gliede f^'"~'^{h] gefundenen Voi^ 
zeichen Wechsel sei k. Dann bilde man die Differenz h — k der 
zwei entsprechenden Zahlen, die iü den zwei Reihen gefunden 
werden, und achreibe diese Differenz unter die zwei Glieder; 
diese Differenz, die nie negativ sein kann lAi-tikel VII), be- 
zeichnen wir mit d. Man bildet so aus dem Anblick der zw« 
Reihen eine Folge von Indicea, welche unter die Glieder der 
R eitlen zn setzen sind. 

XXXII. Sind z. B. die Vorzeichen der Resultate in den 
zwei Vorgleichsreihen durch die folgende Tabelle angegeben: 
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A'">(x„ /■<""'.'(/„ f'-'"-''H->^j, f<-""''{^], i<"'-'X^), 




, rix), fix), fix], fix) 



4 4 5 (i 



fio lautet die nach der voraufgehenden Begel gebildete Indicea- 
reihe : 

0, 0, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 3, 4, 3, 4, i, 5, 
Wir bezeichnen diese Beihe allgemein mit: 
0, d, d', ö", Ö'", .. ., J. 

Der letzte Iudex J zeigt, daas die vorgelegte Gleicliimg zwi- 
schen den Grenzen a und b niclit mehr reelle Wurzeln he- 
Bitzen kann, als z/ Einheiten hat. Allgemein lässt irgend ein 
Index ä, welcher der Function fW^x) entspricht, erkennen, 
dass die Uleiohung fW^x) = zwischen den Grenzen a und b 
keine grössere Anzahl Wurzeln als Ö besitzen kann. [129] 
Im behandelten Beispiel kann die vorgelegte Gleichung f{x] =^ 6 
Kwischen a nnd b nicht mehr als 5 Wurzeln haben, eine dieser 
-Wurzeln ist sicher reell. Was die Gleichung f'{x) = be- 
trifft, so ist die Anzahl der angekündigten Wurzeln gleich 4 ; 
diese Gleichuug kann daher zwischen denselben Grenzen a und b 
sieht mehr als 4 Wurzeln besitzen. Ebenso verhält es sich 
mit der Gleichung fix] = 0. Für die Gleichung f"'(x] ^ 
ist die Anzahl der angekündigten Wurzeln gleich 3 ; eine dieser 
Wurzeln ist sicherlich reell. 

Bezeichnet man den Werth irgend eines Iudex mit Ö, so 
ist derjenige des folgenden Iudex d, d — 1 oder d" -|- 1 ; dies 
ist eine unmittelbare Folge der Bildung der Beihe. Kau muss 
Dothwendig auf diese letztere Bemerkung Gewicht legen, denn 
wir werden von derselben in diesem Werke bei der Behand- 
lung der transcendenten Functionen noch Gebranch machen 
nfflsaen. 
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XXXin. Ist der letzte Index J gleich 0, so ist, wie wir 
schon ausgeführt haben, das Intervall zwischen den Grenzen 
(1 und h so beschaffen, dass man in ihm keine Wurzel der 
vorgelegten Gleichnng f[x) = anchen kann. 

Ist dieser letzte Index J gleich 1, so hat die Gleichung 
{[%] = zwischen a und h eine einzige reelle Wnrzel. Die 
Yoraufgehenden Indices, welche f'[^ und f"[x) entsprechen, 
können von oder 1 verschieden sein ; aber man steht leicht, 
dass, wenn roau das Intervall von a bis h dnrch die Ein- 
sehiebung von zwiachenliegenden Zahlen verkleinert, man den 
vorletzten Index, welcher f'fc] entspricht, zu Nnlt machen 
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kann. T hats Sich lieh haben ({x] und f"\\t) keinen gemein- 
samen Theiler '/{c;, welcher durch Substitution einer zwi- 
schen a nnd h gelegenen Zahl Nnll werden kann ; denn wäre 
dies der Fall, so hatte die (ileichiing f\x] = im Intervall 
a bis h zwei reelle gleiche Wnrzeln. Da aber der letzte Index 
gleich 1 sein soll, so kann liie Gleichung f{:x] = nicht melff 
als eine reelle Wurzel u zwischen a nnd 6 besitzen. Daher 
kann man den Werthhereich für die reelle Wurzel vermindern 
nnd bis zu den Grenzen n nnd h' ausdehnen, so dass die 
Gleichung /"{a;) = zwischen diesen Grenzen keine Wnrzel 
haben kann. 

Die Constructionen machen die Wahrheit dieser Itesnltate 
recht klar. [130] In der That schneidet die Cnrve, deren 
Gleichung y = {[x) ist, die Absciasenaxe 'Fig. 6) sicher in 
einem gewissen Punkte u zwischen a und 6; denn die Glei- 
chung px] ^ hat nach Voraussetzung in diesem Intervall 
eine reelle Wnrzel, Snn ist es klar, dass zu beiden Seiten 
dieses Schnittpnnktes u ein Intervall a h' esistirt, so dass der 
I', der über diesem Intervalle liegt, keinen Pnnkt, 
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in dem die Seigung der Tangente Kuli iat, enthält. Nur 
dann allem würde eine Auanalmie eintreten, wenn im Schnitt- 
punkte selbst die Neigung Kuli wUrde. Aber in diesem Fall 
verschwinden die zwei Functionen f[x) nnd f'{x) gleichzeitig för 
diesen Werth « von er. Folglich würde die Gleichung f[x] =^ 
im Intervall von a bis b wenigstens zwei reelle gleiche Wur- 
zeln besitzen. Daher kiinnte nicht, wie voransgesetirt wurde, 
der letzte Iudex 1 sein; vielmehr wArde er wenigstens 2 sein; 
denn die Gleiobung f{'x] =^ kann nicht mehr reelle ungleiche 
oder gleiche Wurzeln in dem Intervall der zwei Grenzen be- 
sitzen, als der letzte Iudex Einheiten enthält. 

Genügt das Intervall der zwei (ürenzen ilieser Bedingung, 
die immer erfüllt werden kann, nämlich, dass der letzte In- 
dex 1 und der vorletzte ist, bo sagen wir, die im Inter- 
valle gelegene reelle Wurzel ist völlig getrennt. Im zweiten 
Buche dieses Werkes geben wir Kegeln, die die Werthe hier- 
fftr auf kürzestem Wege zu berechnen geeignet sind. 

XXXIV. Ist der letzte Indes weder noch 1, so ist das 
Intervall eines derjenigen, in dem mau mehrere Wurzeln suchen 
muss. Kur in diesem Fall kann es nüthig werden, die Regel, 
welche zur Unterscheidung der imaginären Wurzeln dient, an- 
zuwenden. 

Kehmen wir an, dass der letzte Index 2 oder grösser aia 
2 sei, so geht man bei der Trennung der Wurzeln auf fol- 
gende Art vor; 

Hat man, wie wir es weiter oben schon angaben, die Reihe 
der Indices zwischen entsprechenden Gliedern der zwei Reihen 
(a) und {b) gebildet, so durchlaufe mau diese Heihe der In- 
diees von rechts nach links, bis man zum ersten Male den 
Index 1 findet. Diejenige der Functionen der Heihe: 

^»),^,_ /-(.»-o,^), . . ., /(.)(:,) n«), rw, m, 

welche diesem Index entspricht, sei f'-"Xx). [131] Man sieht, 
dus die Wurzeln bis zu diesem Gliede getrennt sind, d. h., 
venu mau bei f^"^ix) stehen bleibt, so besitzt die Gleichung 
fi^ii^x) := zwischen a und b eine einzige reelle Wurzel. Man 
muas jetzt diesen Trenn ungaprocess immer weiter fortsetzen, 
BO dass sich der Index 1 immer mehr nach der rechten Seite 
der Reihe verschiebt, bis schlieselich der letzte Iudex zf die 
Einheit wird; dies ist das Ende der Operation. 

Dem Iudex 1, bei dem mau stehen geblieben iat und weicher 
der Function f^'^^x) entspricht, folgt notkwftniSsE, -twttoa 'i»'' 
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Index 2. Wir haben ja oben bemerkt, daas der Index ( 
welcher auf den Indes ä folgt, nnr d, d — 1 oder ö -J- 1 sein. 
kann; dem Indes I, um welchen es sich luindelt, kann daher 
nur der Index 1, oder 2 folgen. Der folgende Index kann 
nicht gleich 1 sein, denn wir blieben bei dem tiliede, das zum 
ersten Male gleich 1 war, stehen. Wäre der folgende Indes 0, 
Bo mflsste dieser Index im weiteren Theile der Reihe zu- 
nehmen ; denn sein letzter Werth ist nach Voraussetzung 2 oder 
gröaser als 2. Der Index wärde daher, wenn er zunimmt, 
auch einmal die 1 pasairen; mithin würde in diesen Fällen 
der Index, bei dem wir stehen blieben, nicht, wie wir voraus- 
setzten, das erste Glied, welches beim Vorwärtsschreiten Ton 
rechts nach links den Werth 1 hat, sein. Daher folgt dem 
Indes 1, welcher rechter Hand dem Ende am nächsten steht, 
der Index 2. Geht diesem Indes 1 nicht die Null voraus, so 
kann man das Intervall der Grenzen a und h derartig ver- 
kleinern, dass diese letztere Bedingung erfüllt tat. Setzen wir 
vorans, dass, während die Indices, welche den Functionen 
f^"^[xj und ß"~'^{x) entsprechen, 1 und 2 sind, derjenige 
Index, welcher der voran fg eh enden Function f''"'*'*^(x) ent- 
spricht, nicht Null sei. Hau hat dann in dem InteiTall a bis b 
ein TheilintervaU zu betrachten; dieses möge zwischen den 
neuen Grenzen a' und h' liegen und so beschaffen sein, dasa 
die den Functionen f^"*''^[x) und f^"i{x) entsprechenden In- 
dices bezüglich 1 seien. Auf diese Art wird das ursprüng- 
liche Intervall von a bis b aus drei anderen, nämlich von a 
bis a, von a bis b', von b' bis b, gebildet. 

[132] Da die einzige reelle, zwischen den Grensien a und b 
gelegene Wurzel zwischen den neuen Grenzen a und &' liegt, 
ao ist klar, dass die GleichuDg f^"'^[x] = in dem ersten der 
IntervaLe, nämlich dem von n und a begrenzten, ebenso wie 
in dem dritten, das zwischen den Grenzen b' und b liegt, 
keine reelle Wurzel besitzt. Daher wird für jedes dieser ex- 
tremen Intervalle a bis a oder b' bis b der der Function 
fWf^x) entsprechende Indes gleich Null. Es folgt, dass fUi 
jedes dieser Intervalle n big a oder b' bis b die Trennung 
der Wurzeln über die Function /"^"Xx) hinaus geführt ist; d. h., 
wenn in eiuem dieser Theilintervalle nach dem Indes ein 
der Einheit gleicher Indes esistirt, ao entspricht er einer Func- 
tion, die mehr nach rechts jils /'("'(a;) steht. Was daa Theil- 
intervaU von dl' bis b' betriflt, so weiss man, dass der f^'*X^. 
entsprechende Indes gleich 1 ist; es kann vorkommen, dass 
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diese 1 aicht mehr zu dem letzten Index, welcher gleich der 
Einheit ist, gehört, d. h. man ündet eisen anderen Term, der 
auch gleich 1 ist und weiter nach rechts steht. In diesem 
Falle ist die Trennung der Wurzeln über die Function /"f"^(-E) 
hinaus geführt. Aber es kann auch vorkommen, dass der 
/■('Ofa-) entsprechende Index 1 för dieses Inter\-aU n' bis 6' 
anch noch dasjenige Glied 1, welches dem rechten Ende am 
nächsten steht, ist. In diesem /weiten Falle folgt auf den 
Indes 1, um den es sich handelt, 2; folglich sind die den 
Functionen : 

entsprechenden Indices: 

0, 1, 2. 

Aus dieser Untersuchung folgt, daas man durch Theilung 
des UTBpr (Inglichen Intervalls der Grenzen a und b in jedem 
Theiliutervall den Index 1, weleher dem Ende am nächsten 
steht, mehr und mchi' nach rechts bringen kann, wofern man 
nicht in gewissen Theilintervallcn bemerkt, daas dem letzten 
Indes 1 die Zahl 2 folgt und die Null vorausgeht. Nur wenn 
dieser erwähnte Ausnahmefall sich darbietet, hat man zu unter- 
suchen, ob die angekündigten Wurzeln imaginär sind. In allen 
anderen Fällen muss man die Trenuung der Wurzeln weiter 
fortführen, bis der letzte Index der Reihe 1 wird. 

[133] XXSV. Es bleibt daher schliesslich nur noch ein 
einziger Fall zu betrachten, nämlich der, wo auf den letz- 
ten Index 1 die Zahl 2 folgt, während die JSull ihm vorauf- 
geht. 

Das Intervall möge nun zwischen den Grenzen a nnd h 
liegen und die folgenden Eigenschaften besitzen : 

Vei^leicht man die Keihe (a) der Vorzeichen, welche durch 
die Substitution der Grenze a in die Functionen : 

/■|"iw, f'-'—'M, /"»-'w, ..., rw, m, fi") 

hervorgeht, mit der Reihe (6), welche die Substitution der 
anderen Grenze b ergiebt, und bildet nach dem Vergleich die 
Reihe der Indices, so beti-achte man in dieser Reihe das Glied 1, 
welehea rechter Hand dem Ende am nächsten steht; diesem 
letzten Index, welcher gleich 1 ist, gehe U voraus und es 
folge 2. Die aufeinanderfolgenden Indices: 
0, 1, 2 
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entsprechen den Functionen: 

/•("-Oft), /-«H, /■,.-. )(^:. 

Die Gleichung f'^"'*^^x] ^ Ü kann zwischen a und & keine 
Wurzel haben. Die (ileichnng f'^">{x] ^ hat im disBem Inter- 
vall eine reelle Wurzel und kann auch nicht mehr besitzen. 
Was die Oleichnug /'t''~')(a;} ^ betrifft, so kann sie zwiaohen 
a und h nicht mehr als zwei reelle Wurzeln besitzen. Es 
handelt sich darum, zu erkennen, ob diese Wui'zeln esistiren 
oder innerhalb derselben Grenzen verloren gehen. In dem 
ersten Falle würde die genaue Wurzel der Gleichung /'("5[j:)=U, 
wenn man sie in fi''~'^{x] und /"("''"''(x) setzt, zwei Resultate 
von entgegengesetztem Vorzeichen liefern; in dem zweiten Falle 
wflrden die Kesultate der zwei Ausdrücke dasselbe Vor- 
zeichen haben. Die Frage besteht dai'in, zu entscheiden, 
welcher der zwei Fälle statt hat. Diese Frage haben wir be- 
reits durch die im Artikel SSVIH ausgesprochene Regel ge- 
löst; es wird daher genügen, diese Regel auf die drei Func- 
tionen f^"'*''^{x), f^''^x], /'^"*''[x) und die Grenzen a und b 
anzuwenden. Erkennt mau, daas die zwei Wurzeln der Glei- 
chung /"(""''(x) ^ reell sind, so werden sie getrennt sein; 
das Intervall der Grenzen a und h findet sich in zwei andere 
zerl^; für jedes derselben wird man die Reihe der ihm 
eigenthümlichen Indices gewinnen. [134] In jeder Reihe wird 
der Indes 1, welcher dem rechten Ende am nächsten steht, 
aber die Function /"'"'(a:) hinaus geföhrt werden. 

Erkennt man aber, dass die Gleichung f^"~'^x) = zwei 
Wurzeln im Intervall von a bis & verliert, ao schliesst man, 
dass es ebenso mit allen folgenden Gleichungen: 

r-'Xx)=o, f"-'Xx)=o rw=o,n>:)=.o, nx]^o 

sein wird. Thatsachlich fehlen der Gleichung f^"~'>[x] ^ 
zwei Wurzeln, weil sich zwischen denselben Grenzen eine reelle 
Wurzel y der Gleichung f^"l{x} = U findet und diese, in f^'^*^\z} 
und fi."~''i{x] gesetzt, zwei Resultate desselben Vorzeichens er- 
giebt. Daher verliert die Ruihe der Vorzeichen der Resultate 
zwei Vorzeich enwech sei, wenn der Werth von x gleich demjeni- 
gen wird, der die Function /"'"'(,(■) zu Null macht, mithin fehlen 
der vorgelegten Gleichung iua Intervall der Grenzen a nai b 
ancB zwei Wurzeln. Es folgt, dass in jedem Index, welobet 
einer der Functionen: 
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entspricht, sich ein Theil dieses Index, der gleich 2 ist und 
den zwei Wurzeln, die in diesem Intervall den Gleichungen 

/•('»-0(a; =0, /'("-^)(ir) = 0, . . ., /"V- = 0, f[x) = 0, 

fix) = 

fehlen, zugeordnet ist, befindet. Dieser Theil jedes Index, 
welcher gleich 2 ist, muss daher von dem übrig bleibenden 
Theile abgetrennt werden und kann fortgelassen werden. Nur 
der übrig bleibende Theil giebt an, wieviele Wurzeln man in 
dem Intervall der Grenzen suchen muss. Daher wird man 
von jedem der Indices, welche den Functionen: 

/(«-0(a;), /^vn-»)(a;), /•(''-=')(^), .../», fix), f^x) 

entsprechen, die Zahl 2 abziehen müssen, so dass /"(""') (x) 
den Index erhalten wird. 

[135] Stellt man die soeben bewiesenen Sätze zusammen, 
so sieht man, dass in allen Fällen, seien die zwei Wurzeln 
der Gleichung /*(**'" ')(x) = reell oder mögen dieselben im 
Intervall der Grenzen a bis h verloren gehen, die vorauf- 
gehende Operation neue Reihen von Indices, in welchen das 
Glied 1 näher gegen das rechte Ende hin als früher steht, 
ergiebt. Wendet man die voraufgehende Regel auf jede dieser 
Reihen an, so gelangt man nothwendig zu Reihen von Indices, 
deren letztes Glied oder 1 ist. 

XXXVI. Die zwei folgenden Beispiele erläutern die so- 
eben für die Trennung der Wurzeln gegebene Regel. 

Im Artikel XII hat man durch Behandlung der Gleichung : 

x^ - See* — 2^x^ -f 95x^ — 46ir — 101 = 

gesehen, dass man drei Wurzeln zwischen den Grenzen 1 und 10 
suchen muss, von denen eine sicherlich reell ist. Es handelt 
sich darum, zu erkennen, ob die zwei anderen Wurzeln exi- 
stiren oder ob die Gleichung zwei imaginäre Wurzeln hat, 
welche in diesem Intervall verloren gehen. Bei der Unter- 
suchung wird man auf folgende Art vorgehen: 
Die zwei Vergleichreihen lauten: 

r», r[x).. r(x], f"[x), f'K fix] 

(1) . . . . + -j- — -f- -f- — 

120 48 156 30 65 78 

12 2 3 

(10) . . . -\- + + + -i- H- 

120 1128 5136 15150 32654 5493Q. 
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Die nach Ai-fikel XXXI gebildete Indesreihe lautet: 0, 0, 1,' 

2, 2, 3. Da der letef« Index 3 ist, ao ist das Intervall i 
derjenigen, anf welche die Regel des Artikels XSSV anzu- 
wenden ist. Unter die Vorzeichen der Resultate sind die nnme- 
riächen Werthe der entsprechenden Functionen geschiieben. 

Durchläuft man die Reibe dieser Indices von rechts nach 
links, von dem letzten Glieds 3 anfangend, ao findet man zum 
ersten Male den Index 1 als der Function f"'[x] entsprechend; 
auf dieses Glied 1 folgt 2, voraus geht 0. 8o lassen die drei 
aufeinanderfolgenden Indices erkennen, dass man auf die Func- 
tionen f"[x], f"'[x), f"[x] die Regel dea Artikela XXVHI, 
welche zur Unterscheidung der imaginären Wurzeln dient, an- 
wenden muss. [136] Man schreibt daher die Quotienten tt^, 
15150 

- - hin und prtlft, ob einer dieser Quotienten oder ihre 

Summe die Differenz 9 der Grenzen übertrifft oder ihr gleich 
wird. Da dieses nicht stattfindet, so schliesst man, dass die 
Grenzen 1 und 10 nicht nahe genug bei einander liegen und 
man nicht die Natui- der Wurzeln durch eine einzige Operation 
bestimmeu kann. Man setzt daher eine zwiachenliegende Zahl 
ein ; man mnsa aber vorher entsprechend der angegebenen Regel 
prüfen, ob die Functionen f"{x) und f"'[x), welche 

20a;' — 36a;' — 144 j: -|- 190 und 60a;' — 72a; — 144 
sind, einen gemeinsamen Divisor haben. Da kein solcher ge- 
meinsamer Factor existirt, so wird man in die Functionen eine 
zwischen 1 und 10 gelegene Zahl, die einziffrig ist, einsetzen. 

Die Substitution der Zahlen 2 und 3 ergiebt die folgenden 
Resultate, welche wir den Reihen (1) und (10) zufügen: 

r;-r), riA rvi, PA f'H m 

(l).... -^ + - A- + 

120 48 156 30 65 78 

Ol 



(3i + -^ + - - — 

120 288 180 26 43 32 

1 1 1 

(lo; ...-(-+ + + + -I- 

120 1128 5136 15150 32654 54939. 
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Der Vergleich der Reihen (1) und (2) zeigt, daas zwischen 
den Grenzen 1 und 2 keine reelle Wnrzel liegen kann ; denn 
die zwei Reihen haben dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln. 
Dieses Resultat ergiebt sich auch ans der Reihe der zugehö- 
rigen Indices 0, 0, 0, 1, ü, 0, weil der letzte Indes ist. 
Es folgt, dass man die drei Wurzeln zwischen 2 und 10 anchen 
mnes; denn der Vergleich der zwei Grenzen 2 und 10 liefert 

[137] (2) ... + + -- + - 



(10), 



+ + -h + + 



Der letzte Index ist 3. Geht man aber von diesem Gliede 
ana nnd begieht sich weiter, bis man in der Reihe znm ersten 
Male den Index 1 findet, so sieht man, dass ihm die 2 folgt; 
dies mnss nothwendig eintreten. Aber da die Nnll nicht voraus- 
geht, so musa man das Intervall von 2 bis 10 sofort wieder 
theilen. Wir haben daher achoa eine der zwiscbonliegenden 
Zahlen, nämlich 3, eingesetzt. Der Vergleich der zwei Reihen 
(2) und (3) zeigt, dass man die zwei Wurzeln zwischen diesen 
Grenzen zn suchen hat. Die Reihe der Indices lautet 0, 0, 
1, 0, 1, 2. Dem am änssersten Ende zunächst stehenden In- 
des 1 folgt der Index 2 und geht der Indes vorauf; hieraus 
erkennt man, daaa mau auf dieses Intervall die zur Unter- 
scheidung der imaginären Wurzeln dienende Regel anwenden 

21 ^^ 

muss. Man schreibt daher die Quotienten — und 

da ihre Summe grösser als die Differenz 1 der Grenzen ist, 
SO sind die zwischen 2 nnd 3 angezeigten Wurzeln sicher 
imaginär. Es bleibt noch das Intervall von 3 bis 10 ; fllr 
dieses ist die Indesreihe 0, 0, 0, 1, 1, 1. Daher hat 
die Gleichung zwischen diesen Grenzen eine einzige reelle 
Wurzel. 

Damit sind die Operationen, welche die Bestimmung der 
Natur der Wurzeln der vorgelegten Gleichung und die Fest- 
legung fitr ihre Grenzen zum Gegenstand haben, beendet. 

Das Intervall von — 10 bis — 1 enthält eine einzige reelle 
Wurzel. 

Eine zweite Wurzel ist zwischen den Grenzen — I nnd 0. 

Zwischen nud 1 kann keine Wurzel liegen. Ebenso ^ 
hält es sich mit dem Intervall der Grenzen 1 und 2. 



43 



J 




130 Joseph Foarier. 

Die Gleicliuog hat zwei imaginäre Wnrzeln, 
2 und 3 verloren gehen. 

8ie hat zwiichen 3 und 10 eine reelle Wurzel. 

Die einzigen Intervalle, in denen aich die reellen Wurzeln. 
nnd zwar getrennt vorfinden, sind die von — 10 bis — 1, tob 
— 1 bis nnd von 3 bis 10. 

XXXVn. Ala zweites Beispiel sei die im Artikel XIU 
handelte Gleichung: ~ 

a:' — 4.1;' — 3a: + 23 = 



m be- I 
rie vir 3 



[138] Der Vergleich der R«ihen (1) und (10) hat, 
sahen, zwischen diesen Grenzen zwei Wurzeln angezeigt Es 
handelt sich darum, zu erkennen, ob diese zwei Wurzeln reell 
sind oder in djeaem Intervalle verloren gehen. 

Die Vergleichsreihen lanten: 

X'", X'", X'\ X', X 



(10). 



24 316 960 2797 5993. 



Unter die Vorzeichen der Reanltate sind die namerisohen 
Werthe geschrieben, nnd das Zeichen ist, entsprechend der 
Bemerkung des Artikels XI, durch das doppelte Vorzeichen 
ersetzt. Die Reihe der Indices lautet ftlr dieses Intervall 0, 
0, 1, 1, 2. Der dem änssersten rechten Ende am nächsten 
stehende Index 1 ist der vorletzte: ihm folgt die Zahl 2, die 
Null geht aber nicht voran. Folglich muäs man das Intervall 
der Grenzen 1 und 10 theilen. Betzt man die Zahl 3 ein, 
so findet man die folgenden Resultate: 

(2).... + -t- - +. 

Das dritte Glied wird 0, infolgedessen erfordert es ^e 
Anwendung des doppelten Vorzeichens. Aber die durch das 
untere Vorzeichen gegebene Reihe hat nicht weniger Vor- 
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seichenwechsel als die durch daä obere Vorzeichen gegebene 
Reihe, Daher geht in dem iineDdlich kleinen Intervall vod 
■<;2 bis >2 keine Wurzel verloren. 

Vergleicht man die Reihe O 1) mit der Reihe «21. so 
aieht man, dass es zwischen 1 und 2 keine Wurzel geben 
kann; vei^leieht man die Reihen: 



-24 24 19 1 

U 1 2 

[10] + + +4- 4- 

24 216 960 3797 5993, 

80 findet man, daas zwischen 2 nnd 10 zwei Wurzeln ange- 
zeigt werden. [139] Die Reihe der Indices lautet 0, 0, 0, 1, 2. 
Dem Indes 1, welcher dem rechten Ende am nächsten steht, 
folgt die Zahl 2 nnd geht die Zahl voraus; daher hat man 
die Regel, welche zur Unteracheiduug ftti' die imaginären Wur- 

leln dient, anzuwenden. Bchreibt man die Quotienten --' nnd 

6993 

— - - hin, ao sieht man, daaa die Summe dieser Zahlen kleiner 

2797 ' ' 

als der Abstand 8 der zwei Grenzen ist ; daher musa man 

eine der zwischen 2 und Kl gelegenen, einziffrigen Zahlen ein- 

aetzen. Zunächst aber hat man sich zu versichern, dass die 

Gleichung Ä' = in dem Intervall, uro das es sich handelt, 

lieht zwei gleiche Wurzeln besitzt. Dies hat nicht statt; denn 

idie Pnnctionen X und X\ welche 

X' — ix' — 33: + 23 und ix' — 12a;' — 3 

bnten, besitzen keinen gemeinsamen Divisor. Setzt man die 

swiaohenliegende Zahl 3 ein, so findet man folgende Resultate, 

'welche wir mit denen der Reihen O 2) und (10) vergleichen: 

(>21 ... + + -i- _ + 

13) + + + - - 

[101 .... + + -^. + + 

Daher sind die Wurzeln, welche zwischen 1 nnd 10 an- 
gekündigt waren, reell. Sie sind durch die Substitution der 
Zahl 3 getrennt; die eine liegt zwischen 2 nnd 3, die andere 
Ewischen 3 und 10, 



1 

er Wnr- | 



I 



Hiermit Bind die Operationen , welche die Natur der 
zeln der Gleichung: 

x' — Ax' ~ ■dj:-\-m = D 

■Ml bestimmen and die Grenzen für dieselben zu bezeichnen 
zum Zwecke hatten, vollendet. 

Erinnert mau sich an die im Artikel XllI gewonnenen 
Keaultate, so erkennt man, daaa die Gleichung zwischen den 
unendlich wenig entfernten, oberhalb und unterhalb Null ge- 
legenen Grenzen zwei imaginäre Wurzeln besitzt; 

im Intervall bis 1 und ebenso im Intervall I bi3 2 hat 
sie keine Wüi-zeln; 

zwischen 2 und 3 hat die Gleichung eine und zwischen 
3 und 10 eine zweite reelle Wnrzel. 

'140] XXXVIII. Aus dem Voraufgehenden ersieht man, 
dasa sich die Bestimmung der Grenzen für die reellen Wur- 
zeln nnd die Unterscheidung der imaginären Wurzeln auf die 
Anwendung der zwei Hauptregeln rednciren. Die eine dieser 
Kegeln folgt ans dem Theorem tlber die Vorzeich enwechsel, 
welche die Reihe der Vorzeichen erleidet, wenn sich die ein- 
gesetzte Zahl durch unendlich kleine Zuwächse, von — — an- 
fangend, vermehrt (Artikel VII, VIII, X), Die zweite Regel 
lässt mittelst einer sehr einfachen numerischen Rechnung er- 
kennen, ob die eingesetzte Zahl, welche eine der zwiachen- 
liegenden Functionen annullirt, der voran fgeh enden und der 
folgenden Function zwei gleiche oder zwei verscliiedene Vor- 
zeichen giebt (Artikel XXVIII, XXXI, XXXV). Die aus diesen 
zwei Regeln zusammen resultirende Operation giebt zunächst 
die Intervalle an, in denen man die Wui-zeln suchen mnss; 
dann theilt sie diese Intervalle in mehrere andere; von dieaen 
enthält ein jedes eine einzige reelle Wm-zel. Um das Ver- 
fahren in seinem Ge s am mt verlauf zu zeigen, fassen wir die 
Resultate zusammen und erinnern an die im Voran fgehenden 
entwickelten Regeln. 

Ist die Gleichung A' = Ü vorgelegt, so bilde man durch 
anfein an derfolgen de Differentiationen die Fnnotionenreihe X, 
X', X", . . ., X""~'J, J^''"J; diese ist in dieser Ordnung: 

JC("0, A'('»-0, XC™-'), . . ., A"", A", .Y 
zn schreiben. An die Stelle von x setze, ma 
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1, 10, 100, 1000, u. a. w. 

in diese Fimctionenreihe, bis man zwei derartige Heihen von 
Besultaten findet, dasa die eine Reihe nur Vorzeichenwecliael, 
die andere keine enthält. So erkennt man die Deciraalgrenzen 
fOr die Wnrzeln, d. h. die Anzahl der Ziffern, welche die- 
aelben, wenn sie reell sind, anadrflcken, femer die verschie- 
denen Intervalle, in denen die Wurzeln gesncht werden mtlBBen. 
[Hl] Pflr jedes der Theilintervalle , dessen Grenzen mit 
a und h bezeichnet seien, vergleiche man die Keihe (a) der 
Vorzeichen, welche die Substitution von a ergiebt, mit der 
Beifae (6), welche die Substitution der grösseren Grenze b er- 
giebt, auf folgende Art: In jeder Reihe muss mau sich noti- 
ren, wieviel Vorzeichenwechsel von dem ersten Oliede linker 
Hand bia zu irgend einem Gliede hin vorhanden sind, und 
nach der im Artikel XXXI angegebeneu Regel die Reihe: 

0, 6. d', ö", ... J 

der Indices, welche dem Intervall eigenthtlmlich ist, bilden. 
Ist der letzte Index .-/ gleich 0, so kann das Intervall keine 
Wurzel enthalten. Ist der letzte Index _/ gleich 1, ao enl^ 
halt das Intervall eine einzige reeUe Wurzel. Die anderen Wur- 
zeln müssen in Intei'vallen, deren letzter Index 2 oder grössei' 
als 2 ist, gesucht werden. 

Sind ein oder mehrere Subatitutionsresultate Null, so 
wendet man nach der im Artikel XI gegebenen Regel das 
doppelte Vorzeichen an ; durch Vergleich dieser so verviel- 
&Gbten Vorzeichen erkennt man, ob die vorgelegte Gleichung 
imaginäre Wurzeln besitzt, welche zwischen den unendlich 
benachbarten Grenzen der eingeaetzten Werthe verloren gehen, 
and findet auch die Anzahl dieser imaginären Wnrzeln. 

Betrachtet mau eines der Intervalle, dessen letzter Indes 2 
oder grosser als '2 ist, so hat man in der Reihe der Indices 
vom rechten Ende nach links vorwärts zu geben, bis man zam 
ersten Male das Glied 1 findet; ihm folgt immer rechter Uand 
die Zahl 2. Was den Index, der aich Unker Hand von dem 
Gliede 1, bei dem man stehen gebUeben ist, helindet, betrifl't, 
so kann dieser vor 1 atebeude Index 0, 1 oder 2 sein. Ist 
derselbe nicht 0, so ist das Intervall der Grenzen a und b zu 
gross, um die Natnr der Wnrzeln sofort untersobeidea i-a. 
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kennen. EntspTecheud der Bemerkusg des Ärtikeb 
lunss man eine zwiBchenliegende Zahl c von derselben Decimal- 
ordnung wie die Grenzen 't und b oder von der sofort foigeii- 
den Ordnung wählen und diese in die Fnnotionenreihe einseteen, 
iim die zwei Tlieilintervalle a und c, bezüglich /■ und b ztt 
bilden. Flurch diese Substitutionen von zwiachenliegenden Zah- 
len wird man den am rechten Ende stehenden Indes 1 inuner 
näher an dieses Ende bringen ; dann wird es mit Notiiwendig- 
keit sehlioBslich eintreten, dasa entweder der letzte Index ^ 
eines Intervalls oder 1 wird, oder aber daes aul" den am 
Ende znsäohst stehenden Index 1 die Zahl 2 folgt und ihm 
die Nnll voraufgeht. 

[143] Tritt dieser letzte FiUl ein, so kündigt dies an, dass 
man die zur Kennzeicbnong der imaginären Wurzeln dienend« 
Hegel anwenden innss. Bezeichnet man mit 
/•C"«)(i), ^W(^), ,<>-')M 

diejenigen Funetionen, denen die anfeioanderiVilgenden' 
dices : 

0, 1, 3 

entsprechen, so ist zu prüfen, ob die numerischen Werthe 
Kesultate : 

und P"*'^[h], f^"\h], f<-""\b) 

so besehaflen sind, dass, abgesehen vom Vorzeichen, einer der 
Quotienten : 

rM ' /<">{*) 

oder ihre Summe grösser oder gleich der Differenz b — a der 
liren/en wird; bei dieser Vergleiohnug wird man nach der 
specielten, im Artikel XXVIU auseinandergesetzten Begel vor- 
gehen. Die Anwendung dieser Rt^el giebt Aufscbluss, ob die 
zwei Wurzeln der Gleichung (^""'^[.r] = 0. welche in dem 
Intervall, um das es sich handelt, angezeigt worden, reell und 
ungleich, oder reell und gleich, oder im^nUr werden. 

Sind diese Wurzeln reell und ungleich, io sind sie dortih 
die eben ausgeführte Operation getrennt: man wird dann auf 
dieselbe Art bei der Trennung der Wurzeln in den Intervallen, 
deren letrter Indes weder noch 1 ist, weiter vorgehei 
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Sind hingegen die zwei Wnrüeln von f^"~"{x) = ima- 
ginär, 30 mnaa man mit dem Index 2, welcher f^"~'^{x] ent^ 
apricbt, beginnend bis znm ilUBsersten Ende de*r Reihe rechter 
Hand von jedem Indes zwei EiDheiten abziehen; dieser Pro- 
cesa liefert ffir dieses Intervall eine andere Indicesreihe, deren 
letzte Oiieder kleiner ala in der früheren Reihe sind. 

Sind die zwei Wnrzeln der Gleichnng f^"~^){x] = gleich, 
SD hat man mit Hülfe des bekannten Verfahrens zn prUfen, 
ob diese gleichen Wurzeln auch alle folgenden Functionen : 
/t"~0[i)| fi"-''i{x] u. 3. w. bis zur letzten f{x] einscMeBa- 
lieh zum VerBchwinden bringen. [143] In diesem Falle würde 
man die gleichen Wurzeln, welche die Gleichung f{x} ^ 
innerhalb der vorgegebenen Grenzen hat, erkennen. Hat aber 
die Function /^""'^(x) nicht mit allen rechts von ihi' stehenden 
Functionen denselben gemeinsameu Factor, so werden die Er- 
gebnisse bezüglich der Natur der Wurzeln genau dieselben sein, 
als wenn die zwei Wurzeln der Gleichung fi"~'^{x} = ima- 
ginär sind. Man hat dann von jedem der [ndices, welche den 
Functionen /^"~''{x], /^"~*)(x), . . ., f'{x), f{x] entsprechen, zwei 
Einheiten abzuziehen ; hierauf wird man mit der Anwendung 
derselben Regeln auf die neuen Indicesreiben fortfahren, bia 
die Wurzeln schliesslich getrennt sind. Wenn es nur Inter- 
valle, deren letzter Index. ^ gleich Null oder 1 ist, giebt, so 
wird der Proceaa zu Ende sein. 

■ XXXIX. Als erstes Beispiel für die Anwendung dieser all- 
gemeinen Regel behandeln wir die Gleichung: 
x' — x^ ->r 4x^ + X — i ^ 0. 

Die Functionen, in welche man einzusetzen hat, lauten: 
X* —x'-{- ix* + X — 4 



X" . 
X'" . 



Setzt man die Zahlen : 



ein, so findet i 
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Joseph Fourier. 

Xi", X"\ X", X', isi) 



(1) + + + + +■ 

[144J Da die Reihe { — 1) nur Voraeichenwecliael, die Reihe 
[1) nur Vorzeichenfolgen besitzt, so mtssen alle Wurzeln zwi- 
gehen — 1 und + 1 gesucht werden. 

1. Bildet man nach dei' im Artikel XXXI angegebenen 
Regel die Reihe der Indicea Kwachen den GrenKcn — 1 und 0, 
SD Rndet man: 



(0) , 



Der letzte Iudex dieser Keihe 0, 0, 0, 1 , 1 tantot 1 ; daher hat 
die Qleichnng zwischen den Grenzen — 1 und eine einzige 
reelle Wurzel. Diese Wurzel ist von allen anderen getrennt. 

2. Die zwei Reihen [0) und (1) ergeben ;ils Indiceaveihe : 



W 



+ 




24 


6 





1 


+ 


+ 



, A", A' 



24 IB 14 lü 



handelt sich, zur Trennung der Wurzeln überzugehen 
und zu entscheiden, ob alle drei reell oder zwei imaginär 
sind. Man mnss die Reihe der Indiees, mit der drei be- 
ginnend, von rechta nach links durchlaufen, bis man znm 
ersten Male den Index 1 voründct; derselbe steht unter X"'. 
Diesem Index folgt, wie es nothwendtg sein mnss, dieZablS; 
[145] da ihm die Null voraufgebt, so ersieht man, dass die 
Bedingung der drei aufeinanderfolgenden Indices 0, 1, 2 er- 
fftllt ist. Das kündigt an, daas man zur Anwendung der Regel 
des Artikels XXVIII, welche die ünterscheiduug der imagi- 
nären Wurzeln liefert, flbergehen muss. 

Futer die Vorzeichen haben wir die durch die Substitn- 
tionen erhaltenen numerischen Werthe gesetzt. Die Functiones, 
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welchen die drei aufeinaaderfolgendeu Indtcoä 0, 1, 2 ent- 1 
sprechen, lauten /""(a^), /""(^l, f'i^)- Entsprechend der ange- 
gebenen Regel hat man die Quotienten und — ohne Rttek- 

aicht auf die Vorzeichen der Resultate zn beti'acbten. Ueber- J 
trifft einer dieser Quotienten oder ihre Summe die Differenz 1 
äer zwei Grenzen, so sind zwei der im InteiTall angekündigten 
Wurzeln sicher imaginär. Da die Differenz der Grenzen nur 
1 i»t, 90 hat dieser Fall statt; zwischen den Grenzen und 1 
gehen folglich zwei Wurzeln der vorgelegten Gleichung ver- 
loren. Man muas daher nach Vorschrift der Regel von jedem 
Index, bei dem letzten der drei anfe band erfolgen den Indices 
0, 1, 2 anfangend, die Zahl 2 snbti'ahiren. Man bildet so 
für das Intervall eine neue Reihe, nämlich: 



^iv ^.-. 



A'", A", X 



(0) . 

(1) ■ 



10 



1 



Da der letzte Indes der neuen Reihe 1 ist, so folgt, das» 
die vorgelegte Gleichung zwischen nnd 1 eine einzige reelle 
Wurzel hat ; diese ist von den anderen völlig getrennt. 

Der Process der Unterscheidung der Wurzeln ist zu Ende; 
denn es giebt kein Theilintervall, dessen letzter Indes nicht 
oder 1 ist. Man schlieaat hieraus, dass eine erste reelle 
Wurzel zwischen — 1 nnd 0, eine zweite reelle Wurzel zwi- 
schen und 1 gelegen ist und die zwei anderen Wurzeln 
imaginär sind. 

XL. Mit Hülfe desselben Verfahrens leiten wir die Auf- 
lösung der Gleichung: 

x^-i-x* +x' — 2 X* 4- 2 j- — 1 = 
ftb. [146] Hat man die Functionen: 

x^ + x*-i-x^ — 2j;' -1- 2x — 1 
5a;* ■+■ ix^ -\-3x^ — ix + 2 
20a:" -I- 12a:* + 6./: ^ 4 
6Qx^ -f- 243; + 6 
120j- + 24 
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96 


42 
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(0) . . . 
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+ 






24 
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(1) • - ■ 
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+ 
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Wir haben die numeriBclien Werthe aowie die jedem Inter- 
vall eigenthü milche Indicesreihe unter die entsprechenden Vor- 
zeichen geschrieben. Die Vergleiehung der Reihen liefert fol- 
gende Uesultate: 

1. Alle Wnrieln sind im Intervalle — 1 bis + 1 zn snohen; 
denn die eine der Reihen hat 5, die andere keine Vorzeichen- 
wechael. 

2. Zwischen — 1 und sind zwei Wm-zeln angezeigt. Da 
der letzte Index 2 ist, so muss man in dieser Reihe der Indices 
von dem rechten Ende nach links vorwärts gehen, bis man 
zum ersten Male die Zahl 1 findet. Dieser Index 1 entspricht 
der Function X^^ ; ihm folgt die Zahl 2 und geht die Nnll 
voraus; man hat daher auf die Functionen A", -V, X"\ 
welche den drei aufeinanderfolgenden Indicea U, 1, 2 ent- 
sprechen, die Regel des Artikels XXVIII anzuwenden. Man 

42 6 

mussdie Werthe der Quotienten und — , indem man dabei 

vom Voraeichen absiebt, betrachten und prüfen, ob einer dieser 
Quotienten oder ihre 8nmme grosser oder wenigstens gleich 
der Differenz 1 der zwei Grenzen und — 1 ist. [147] Da 
dies nicht statt hat, so schliesst man, dass die Grenzen —1 
und U nicht nahe genug sind und man nicht durch eine einzige 
Operation zu entscheiden vermag, ob die zwei angezeigten 
Wurzeln reell oder imaginär sind; man muas dieses Intervall 
daher noch weiter theilen. Bevor man aber zur Einsetzung 
einer zwiachenliegenden Zahl fibergeht, muss man sich nach 
der Regel des Artikels XXVIII versichern, dass die Gleichung 
A""= zwischen den Grenzen — 1 und keine zwei glei- 
chen Wurzeln bat. Würde dies eintreten, so hätten die zwei 
Fnnctionen : 

603;* + 24a: -1-6 und 120x-l-24 



Die Auflösung der bestimmten Gleichungen. 139 

einen gemeinsamen Factor; da ein solcher Factor nicht exi- 
stirt, so ist der Fall der gleichen Wurzeln ausgeschlossen. 

Bb bleibt noch übrig, eine zwischen — 1 und gelegene 
Zahl Ton der sofort folgenden Decimalordnung , d. h. eine 
durch eine einzige Decimalziffer ausgedrückte Zahl, einzusetzen. 
Setzt man — 0,5 ein, so erhält man folgende Tabelle: 



{-!).... 


+ 





+ 





+ 


— 


(-i) •••• 


+ 





+ 





+ 


— 






36 


9 


¥ 
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H 
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2 


2 


2 


2 


(OJ 


+ 


+ 


+ 





•4- 









24 


6 


4 


2 


1. 



Das erste Theilintervall , das von — 1 bis — - reicht, 

kann keine Wurzel enthalten ; denn die zwei Vorzeichenreihen 
sind gleich. Für das zweite Theilintervall lautet die Reihe 
der Indices 0, 1, 2, 2, 2, 2. Da die Zahl 2 auf den In- 
dex 1, welcher dem rechten Ende am nächsten steht, folgt, 
und die Null dem Index 1 voraufgeht, so muss man nach der 
Kegel des Artikels XXVIII die numerischen Werthe der Quo- 

9 6 

tienten — und — betrachten und sehen, ob einer dieser Quo- 
tienten oder ihre Summe grösser oder wenigstens gleich der 

Differenz - der zwei Grenzen wird. Da dies eintritt, so ist 

^ 1 

man sicher, dass die zwei im Intervalle von — -- bis an- 

gezeigten Wurzeln imaginär sind. 

[148] Es bleibt nur noch das Intervall von bis 1, in 
welchem drei Wurzeln angezeigt werden. Es fragt sich, ob 
diese drei Wurzeln reell oder zwei von ihnen imaginär sind. 
Hierzu genügt die Anwendung derselben Regel auf das Intervall: 

X^,X^^,X'",X\ X\ X 

(0) + + + - + - 

24 6 4 2 1 
12 3 

(1) + + + + + + 

144 90 34 10 2. 
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Man sieht, dass dem Indes 1, welcher dem rechten Ende' 
D&chateB steht, in der Beihe der Indices 0, 0, 0, 1, 
Null voransgeht. Da die besfiglich der drei aafeinanderfolgeD- 
den Indicea 0, 1, 2, verlangte Bedingimg eintritt, so hat 

man die Qnotieiiten -r und ^r- hinznachreiben und zn sehen, 
i 34 ' 

ob einer von ihnen oder ihre Summe die Differenz 1 der 
Grenzen übersteigt oder ihr gleich wird. Da dies nicht statt 
hat, 90 ächliesat man, dasa die Grenzen nicht nahe genug 
liegen, um die Natur der Wnrzeln durch eine einzige Ope- 
ration zn erkennen. 

Man muss daher eine xwischen Knil und 1 gelegene Zahl, 
welche durch eine einzige Decimalziffer ansgedrflckt ist, ein- 
aetzen. Bevor man aber diese Operation ausführt, hat man 
sieh zn veraichern, daaa die Gleichnng -.V = zwischen 
und 1 keine gleichen Wurzeln beaitzt. Diea iat aber sicher 
nicht der Fall; denn die Polynome Ä" und X", 
bx* + ix' + 3x^ — ix. + 2 und 20j:*-|- ISk' + 63: — 4, 

haben keinen gemeinsamen Factor. 

Setzt man die zwischenliegende Zahl 0,5 ein, so gewinnt 
man die folgende ~ 



[^) + + + + + - 

M-t 33 I U ,\ 

(1) + + + + + + 

[149] Das zweite TheilintervaL, das von - bis l reicht, 
enthält eine einzige reelle Wurzel, die völlig getrennt iat. Im 
Theilinten'all von bis sind zwei andere Wurzeln ai^e- 

kandigt. Da die Reihe der Indices 0, 0, 0, 1, 2, 2 die drei 
aufeinanderfolgenden Indices 0, 1, 2 aufweiat, so hat man 

die Quotienteu — und t-xt : -r zu bilden und zu sehen, ob 

4 16 2 

einer dieser Quotienten oder ihre Summe grösaer oder gleldlf , 
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der Differenz _ der zwei Grenzen wird. Da dies eintritt, so 

1 
weiss man, dass die zwei im Intervall bis - angezeigten 

Wurzeln sicher imaginär sind. Zieht man von jedem Index, 
bei der Zahl 2, welche der letzte der drei aufeinanderfolgen- 
den Indicos 0, 1, 2 ist, beginnend, die Zahl 2 ab, so ge- 
winnt man die neue Reihe von Indices 0, 0, 0, 1, 0, 0. Da- 
her hat die vorgelegte Gleichung zwischen 0,5 und 1 eine 
einzige reelle Wurzel; die vier anderen Wurzeln sind ima- 
ginär. 

XLI. Als drittes Beispiel sei die Gleichung: 

aj« — \2x^ + mx" + 123a:* + 4567 a; — 89012 = 

zur Auflösung vorgelegt. 

Man hat die folgenden Functionen: 



X . 
X' , 
X" 
X'" 

^VI 



x« — 12«^ 4- 60a;* + 123a;* + 4567a; — 89012 

6a;'^ — 60a;* + 240a;» + 246a; + 4567 

30 a;* — 240 a;3 + 720a;* + 246 

120a;3 — 720a;* + 1440a; 

360a;*— 1440 a; -j- 1440 

720a; — 1440 

720 



hinzuschreiben ; setzt man die Zahlen : 

— 1, — 10, u, s. w. 
0, 

1, 10, U. 8. W. 

ein, so findet man die folgenden Resultate: 

[löO] A'^, A'V A-ry, A'", A'", A', A 

(-10)... + - + - + - + 
(-11.... + - + - + + - 



(0) 



+ - 



+ + + 

+ 
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X^\ A'**, A''^', A"" 
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(+!)■■ 


. + - + + 
720 3fiO 
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- 




Ol 2 2 
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. 4- + + + 
5700 23040 
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-t- 


+ 



} 



Beim Anblick dieser Tabelle ersieht man, dasa alle Wur- 
zeln zwischen den Grenzen — 10 und + 10 gesacht werden 
niüsaen ; denn eine der Reihen hat 6, die andere keine Vor- 
zeichen weohael. 

Der Vergleich der Reihen {<^ 0) und O 0) zeigt, d&ss 
im Intervall der Grenzen < bis > zwei Wurzeln ver- 
loren gehen. Da die Reihe [— 1) fünf, die Reihe ( — 10) 
sechs Vorzeiehenwcehae! hat, ao hat die Gleichung zwiachen 
— 10 und — 1 eine einzige reelle Wurzel. 

Die Reihen ( — 1) und «0) haben dieselbe Anzahl von 
Vorzeichenwechseln; folglich kann zwiachen den Grenzen — 1 
und keine Wurzel liegen. Ebenso verhält es sich mit den 
Reihen (]> 0] und (1), welche beide drei Vorzeichenwechsel 
besitzen. Daher kann man keine Wui'zel zwischen den 
Grenzen und 1 suchen. 

Es bleibt noch daa Intervall der Grenzen 1 und 10, m 
welchem drei Wurzeln angezeigt sind. Die Reihe der Indices, 
welche diesem Intervall eigenthttmlich ist, lautet: 

0, 1, 2, 2, 2, 2, 3. 

Der erste Indes, welcher gleich 1 ist, wenn man die Reibe 
der Indices von rechts nach links mit dem Index 3 begin- 
nend durchläuft, steht zwischen den Indices und 2. Die 
drei aufeinanderfolgenden Indices 0, 1, 2 geben an, dasa man 
sofort die Regel des Artikels XXVIII anwenden muaa. Man 

hat daher die Quotienten — ,— und "-.-„-,..; hinzuschreiben und 

720 5760 

zu sehen, ob einer dieser Quotienten oder ilire Summe gröaser 
oder gleich der Differenz 9 der zwei Grenzen wird. [151] Da 
dies nicht einti'itt, so achliesst man, dass daa Intervall von 
1 bis 10 zu grosa iat und man nicht mittelst einer einzigen 
Operation die Natur der Wurzeln erkennen kann. Bevor i 
dieses Intervall aber zerlegt, innss man sehen, oh die I 



jvor man I 
ie Pnnc- 1 
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tionen X^^ und X^^ welche den zwei letzten der drei auf- 
einanderfolgenden Indices 0, 1, 2 entsprechen, nicht einen 
gemeinsamen Factor haben, und ob dieser Factor nicht durch 
einen zwischen diesen Grenzen gelegenen Werth von x an- 
nullirt wird. Der Vergleich der Functionen: 

360ic* — 1440a; + 1440 und 720a; — 1440 

zeigt, dass dieselben einen gemeinsamen Factor, nämlich 

— a; — 1, besitzen, und dass dieser Factor durch den Werth 2, 

der zwischen 1 und 10 liegt, annullirt wird. Derselbe Factor 

-—X — 1 ist nicht allen Functionen X'", X'\ X', X gemein- 

sam; daher muss man entsprechend der Regel des Artikels 
XXXV schliessen, dass die vorgelegte Gleichung im Intervall 
von 1 bis 10 zwei Wurzeln verliert. Mithin hat man von 
den Indices die Zahl 2 zu subtrahiren, und zwar hat man 
mit dem letzten der drei aufeinanderfolgenden Indices 0, 1, 2 
zu beginnen; als neue Indicesreihe für das zwischen 1 und 
10 gelegene Intervall erhält man: 

0, 1, 0, 0, 0, 0, 1. 

Hiermit ist die Trennung der Wurzeln beendigt. Die vor- 
gelegte Gleichung besitzt eine reelle Wurzel zwischen — 10 
und — 1, zwei Wurzeln gehen in dem unendlich kleinen Inter- 
vall, das zwischen <] und ]> liegt, verloren; ebenso 
gehen zwei Wurzeln in dem zwischen 1 und 10 gelegenen 
Intervall verloren; endlich hat die Gleichung in demselben 
Intervall eine zweite völlig getrennte, reelle Wurzel. 

XLII. Um die Mannigfaltigkeit der Fälle und den Gebrauch 
der Regel besser zu veranschaulichen, vereinigen wir die in 
den voraufgehenden Artikeln behandelten Beispiele in einer 
einzigen Tabelle: 
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M1 + 111311S+ ■'■. + + + 1 + 

■>.+ l I+ + 8- !?+ ^ , , I ,+ 
i; I + + + I Ol + 

£,+ , III + + "■■+" ' ' = + + + 

E, I 1 I ++ + + H I 1 = + + + + 

M+++++ + + % + + + ++ 
S — 



i! 

Ilt 

+ ?* - s 
8SS 



57T71 s= 



I iiä. 
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|154] XLIII. Biaher haben wir den erateo Theil Enaerer 
Methode der Äunöaung aiiseinandei'geaetzt ; derselbe hatte die 
Bestimmung der Grenzen und die Natnr der Wurzeln zum 
Gegenstand. Man schreibt die Ableitungen der verschiedenen 
Ordnungen hin, setzt in die Reihe dieser Functionen die ein- 
fachsten Zahlen nnd notirt die Vorzeichen der Resultate. Aus 
dem Anblick dieser Reihen erkennt man diejenigen lotei-valle, 
in denen allein die Wurzeln gesucht werden dürfen. Man hat 
dann noch zu bestimmen, ob die in einem Intervall ange- 
zeigten Wurzeln reell sind oder eine Anzahl derselben, die 
gleich 2, i, 6, u. a. w. ist, in dem Intervall verloren geht; 
nur eine gerade Anzahl kann verloren gehen. Eine zweite 
Regel löst diese Frage vollständig vermöge eines leicht an- 
wendbaren Verfahrens auf. Hiermit sinil Natur und Grenzen 
der Wurzeln bestimmt ; jede der reellen Wurzeln liegt in 
einem Intervall mit bekannten Grenzen. Man muaa jetzt die 
Berechnung jeder Wurzel fortsetzen, um alle ihre Ziffern, wenn 
deren Anzahl eine begrenzte ist, kennen zu lernen oder um 
wenigstens soviel Decimalstellen , wie man es für nölhig er- 
achtet, genan zu finden. Diese Frage ist Gegenstand des 
zweiten Theilea der Methode. Bevor wir zu dieser anderen 
Untersuchung abergehen, verweilen wir bei einem der faanpt^ 
sächlichsten Folgesätze der voranfgehenden Theoreme; dieser 
Satz betrifft die allgemeinen Eigenschaften der Wurzeln. 

Wenn man in die Function enreihe eine Zahl a, die durch 

unendlich kleine Zuwächse von — -rr- bis -- wachst, einsetzt, 

so verliert, wie wir im Artikel VII sahen, die Reihe der Vor- 
zeichen alle Vorzeichen Wechsel, die sie hatte. Diese Vermin- 
derung der Vorzeichenwechsel kann ersichtlich nur dann ein- 
treten, wenn die Suhatitntion von « eine oder mehrere der 
Functionen zum Verschwinden bringt. Die Werthe von a, 
deren Substitution eine der Functionen annnllirt, aind von 
zweierlei Art: die einen sind ao beschaffen, dass die Vor- 
zeichenreihe keine Vorzeichen Wechsel verliert; dies tritt des- 
wegen ein, weil dieselbe Substitution die eine der Functionen, 
wie /"^"^(j:), annullirt und bei der voraufgehenden nnd fol- 
genden Function, nämlich /^""^''{a;) miA f^"~'i{x), zwei verschie- 
dene Vorzeichen ei^iebt; die anderen Werthe von a sind der- 
artig, dass die Vorzeichenreihe eine gewisse Anzahl von 
Vorzeichenwechseln verliert. ^^55] Diese Werthe für die ein- 
gesetzte Zahl sind selbst von zweierlei Art; die einen zeigen 
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rep.lle, die anderen ima^näre Wurzeln au. Bringt die Sulj- 
Btitntion die Function f{x), welche die linke Seite der vor- 
gelegten Gleichung ist, zum Verschwinden, so ist der einge- 
setzte Werth eine der Wurzeln der Gleichnng. Bringt die 
Snbstltntion eines Werthes a f{a) nicht zum Verschwinden, 
annnlUrt aber eine zwiachenliegende Function /"'"'[j;] und er- 
giebt gleichzeitig bei der voraafgehenden und der folgenden 
Function, /^""^''(a;) und /'^""'^(■J^), zwei gleiche Vorzeichen, ao 
ist die eingesetzte Zahl keine reelle Wurzel der Gleichung, 
sondern ein Werth, der zwei imaginäre Wurzeln an- 
zeigt, eine Indieatrix. 

Es giebt zwei Arten von Intervallen, nämlich solche, in 
denen eine einzige reelle Wurzel esiatirt, und solche, in denen 
zwei Wurzeln verloren gehen. Auf diese Art gehen die als 
imaginär bezeichneten Wurzeln in gewissen Intervallen und 
nicht zwischen anderen Grenzen verloren; d. h. es giebt ge- 
wisse derartige Grenzen a nnd 6, dass, wenn man auf irgend 
weiche Art beweist, die Gleichnng hat in diesem Intervall 
keine zwei reellen Wurzeln, dieselbe ganz allein ans diesem 
Grunde in diesem Intervall sicher zwei imaginäre Wurzeln be- 
ßltztas). Der Werth, welcher zwei conjugirt imaginäre 
Wurzeln anzeigt, bringt eine der zwischenliegenden Func- 
tionen zum Verschwinden nnd ertheilt der voraufgehenden und 
der folgenden Function gleiche Vorzeichen. Hat die vorge- 
legte Gleichung nur reelle Wurzeln, so esistiren keine der- 
artigen Werthe von der soeben definirten Beschaffenheit, die 
man zweckmässig als Indicatrices bezeichnen kann. In 
diesem Falle ertheilt jede Substitution, welche eine der zwischeu- 
liegenden Functionen annuUirt, der vorauf gehenden und der 

■folgenden Function zwei verschiedene Vorzeichen. Allgemein 

-liat die Gleichung soviel Paare imaginärer Wurzeln , als ea 
Indicatrices giebt. Uebrigens können mehrere dieser Werthe 

".BOwohl untereinander wie auch mit den reellen Wurzeln gleich 

• werden ^^). 

Der Gegenstand des ersten Theiles unserer Methode war 
erstens Angabe der Intervalle, von denen jedea eine reelle 
Wurzel enthält, zweitens Berechnung derjenigen Intervalle, die 

Je eine Indieatrix für imaginäre Wurzeln enthalten. Beide 
Anfgaben sind in der Tabelle der als Beispiele gewählten 
Gleichungen behandelt worden. 




» 



[157] 

Methode zur Berechiinng der Wcrthe der Wnrzeln, 

dereu (irenzeii bekannt sind, nud Bemerkoiigen über die 

Cunvergenz derÄnnilherungeti nud über die Unterscheidung 

der Wurzeln. 

I. Man kennt zwei Grenzen a und b, zwischen denen eine 
reelle Wurzel einer algebraischen Gleichung 

m = 

gelegen ist; fenier weiss lUAn auch, daaa sich in demselben 
Intervall keine andere Wurzel der Gleiehiing befindet. Wir 
wollen die Wertbe dieser Wurzel in immer gröaserer AnnShe- 
rnng kennen lernen, nm, falls die Zahl der Ziöern, welche 
die Wurzel ausdrücken, eine begrenzte ist, alle Ziffern zu be- 
stimmen oder wenigstens soviel Ziffern, aU man es für nCthig 
erachtet, genau zu finden. 

Der Annäherungsproeess, der zur Erleichterung der Be- 
rechnung der Wurzeln am geeignetsten ist, wird Newton '*) 
verdankt nnd ist allgemein bekannt. Er besteht darin, äass 
man in f[x] statt k « -{- e' einsetzt: a bedeutet dabei den 
ersten angenäherten Werth. Im Resultat lässt man diejenigen 
Glieder, welche höhere Potenzen von x als die erste ent- 
' halten , fort; dann hat man znr ßestimmnng von x eine 
Gleichung ersten Grades. Fügt mau den Werth von x', wel- 
chen diese Gleichung liefert, zu dem ersten angenäherten 
Werthe a hinzu, so findet man einen neuen angenähertMi 
Werth d ; (158] diesen zweiten Käherungs werth a' wendet 
man ebenso an, nm anf dieselbe Ai't einen dritten angenäherten 
Werth a" zn finden. Man kann die Anwendung dieser B^;el 
nnbegi'eiizt fortsetzen und erhält so Werthe, welche mehr und 
mehr und zwar sehr schnell nach der gesuchten Wurzel con- 
vergiren. Diese Methode kann in verschiedenen Formen dar- 
gestellt werden: wir betrachten sie als ein Fundamentalele- 
ment der Analysis , aus welchem alle Vortheile zu ziehen 
wichtig ist. Die Methode ist aber bei ihrer Anwendung eigen- 
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thflmlicheu Schwierigkeiten, die man mit viel Sorgfalt prüfen 
nnd völlig löaen mnas, unterworfen. 

Die erste znr Anwendung dieser Regel erforderliche Be- 
dingung beateht darin, einen eraten Kähemngswerth zu finden. 
Diese Frnge ist vermöge nnserer Methode bereits gelöst; denn 
wir kennen für jede reelle Wurzel zwei Grenzen o und b, zwi- 
schen denen sie allein gelegen ist. Aber es aind noch meh- 
rere andere Bedingungen, ohne welche die Operation nicht 
exact ist nnd immer verwoiTen bleibt, zn erfüllen. Zunächst 
geben wir die Bedingungen, nm die es sich handelt, an; dann 
beweisen wir die Regeln, welche man zur Erfüllung dieser 
Bedingangen befolgen muss. 

II, Erstens: Trotzdem die gegebenen Grenzen a und b 
nur eine Wurzel einachliessen, so können sie, wie wir weiter 
unten sehen werden, doch unter Umständen nicht nahe genug 
sein, um zu dem Annäherungsprocess (Iberzugehen. In diesem 
Fall kann man diu Grenzen durch Theilung des Intervalls 
näher aneinander bringen; man mnaa aber nothwendig ein 
Mittel besitzen, um auf sichere Art erkennen zn können, ob 
man zn genllgeud nahen Grenzen gelangt ist. 

Zweitens: Wie klein auch immer der Abstand der zwei 
Grenzen ist, so kann der Annähemngsprocess doch nur immer 
sicher auf eine, nicht aber auf die andere dieser Grenzen an- 
gewandt werden. In einem der folgenden Artikel zeigen wir 
die Kiclitigkeit dieser Bemerkung. Man muss daher die eine 
Grenze, welche gewählt werden muss, von der anderen unter- 
scheid en. 

Drittens: Die aufeinanderfolgenden Resultate, die man er- 
hält, Bind Werthe, welche sich fortwährend der gesuchten 
Wurzel nähern: wir werden bald zeigen, dass diese Werthe 
nicht etwa abwechselud bald grösser, bald kleiner als die 
Wurzel sind. ilö9] Diese Eigenthttmliehkeit, welche bei an- 
äeren Annäherungsverfahren eintritt, findet niemals bei der 
ABwendung der A'flwCort'schen Methode statt; die aufeinander- 
folgenden Naherun gs werthe a, a\ a'\ a", . . . sind entweder 
SXmmllich grösser oder sämmtlieh kleiner als die Wurzel. 
Hieraus fo^f, dass man nicht weiss, wieviel genaue Zifl'ern 
jede Operation ergiebt; diese Unsicherheit ist der Hauptgrund 
für die TJnvolltommenheit des Verfahrens. Man könnte ohne 
Zweifel den Nahem ngswerth so lange abändern, bis die 8nb- 
atitnlion in die Function ein von dem Vorzeichen, welches 
mui zuerst gefunden hatte, verschiedenes ei^ft\iV, aSs^t iösa«. 
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Einaetzungen würden viel Kechniing erfordern, und durch eiu 
derartigea Verfahren würde man den Hauptvortheil der Me- 
thode, welcher auf einer raschen Annäherung beruht, verlieren. 
Wir lösen diese Schwierigkeit, indem wir andere Grenzeu 
b, ft', b", b'", . . . einsetzen; diese sind, falls die früheren 
Grenzen a, a' , a", a" , . . . grösser waren, kleiner, und, wenu 
die früheren Grenzen kleiner sind, gi'össer als die Wurzel. 
Hierdurch ist man sicher, dass die den beiden (Frenzen ge- 
meinsamen Ziffern der gesuchten Wurzel angehören, and man 
behält ancli nnr genaue Ziffern bei. Wir beweisen, dass die 
Anzahl der genauen Ziffern, welche eine einüige Operation 
liefert, beständig wächst und nm Grössen, die propoi'tional den 
Zahlen 2, 4, 8, 16, . . . sind, zunimmt. Wir leiten hieraus 
eine sichere Regel ab, nm im vorans und unabhängig von 
der Berechnung der zweiten Grenzen za erkennen, bis wohin 
man die Annäherung der ersten führen kann. 

Vieiiiens: Die Rechnung muss mau so anordnen, daas keine 
übeiflüasige Operation vorkommt, d. h. man darf nur Opera- 
tionen ausführen, welche zur Bestimmung der Wurzeln dienen 
und von denen keine fortgelassen werden kann. 

Wu- betrachten jetzt der Reihe nach die Fragen, welche 
wir soeben angegelien haben, und wollen ihre Lösung suchen. 

m. Die zwei durch unsere Methode bestimmten Grenzen 
a und b schliesaen eine reelle Wurzel a der Gleichung f(x) = 
ein; sicherlich liegt in diesem InteiTall keine andere Wurzel 
derselben Gleichung; denn die Reihe (a) der Resultate der 
Substitution von a in die Functionen f^'"X^]< /^"'~''Hi ■ ■ -i 
f'i^l, f{x), f{x] unterscheidet sich von der Reihe [b] der Re- 
sultate der Substitution der gi'össeren Grenze b in dieselben 
Functionen nur durch einen Vorzeichen Wechsel. [160] Lftsat 
man in jeder dieser zwei Reihen (a) und (i) die zwei letzten 
Resnltate, welche für die eine f[a}, f[a] und für die andere 
/"('')i A^) lauten, fort, so hat man die zwei übrig bleibenden 
Eoihen zu vergleichen; hieraus erkennt man, ob die Gleichung 
f"{x) ^ zwischen denselben Grenzen a und h ii^end welche 
Wurzeln besitzen kann. Existiren in diesem Intervalle solche 
Wnraeln, d. h. Werthe von j:^ welche die Function f"[x) an- 
nnlliren, so unterscheidet sich jeder dieser Werthe von der 
Wurzel c, welche die Gleichung f[x) = auflöst. Man mnas 
hierbei nur den aingulären Fall, in dem die Functionen ("{sc) 
und fix] einen gemeinsamen Factor *i'\x) haben, ausnehmen. 
Verm<%e des bekannten Verfahrens kann man leicht hcurtheileit, 
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ob dieser Factor ip{x) existirt; in dieaem ainguläreu Falle 
mflsste man die Gleiebnng ip[j:) ^ separat uuflösen. Man 
hatte dann anf diese OleicliUDg tp{x) = und nicht auf die 
znsammengcsetztere üleichnng /"(j:) = die Kegeln, welche zur 
Änffindnng der Wnrzeln dienen, anzuwenden. 

Exiatirt der Factor ili[x], um den es sich handelt, nicht, 
ao ist jeder Werth, welcher die Function f"{x} annnllirt, von 
der Wurzel « der Gleichung f[x] ^ vei-achieden. Dann 
kann man die zwei Grenzen a und b näher aneinander bringen 
und sie durch zwei andere genügend nahe c' und 6' ersetzen; 
diese letzteren umschliessen wie die früheren Grenzen die 
Wurzel a der Gleichung fix) =; 0, hingegen keine der Wur- 
zeln der Gleichung f"{x) = 0. Um diese neuen Grenzen a' 
und b' zu erhalten, hat man daa Intervall der zwei ersten, a 
und 6, durch Einsetzung einer zwischenliegenden Zahl c zu 
Mrlegen; man erkeunt dann, ob die gesuchte Wurzel a zwi- 
schen ffi und r oder zwischen c und b gelegen ist. Es ist 
klar, dass man die Zerlegung das Intervalls leicht fortsetzen 
kann, bis man zwei Zahlen a und '/ findet, welche die Wurzel 
a einschliessen , ohne dass jedoch iu dieaem Intei-yatl eine 
Wurzel der Gleichung f"{x] = gelegen ist. 

Auf gleiche Art kann man die zwei Functionen f'[x) und 

f{x) vergleichen. Haben dieselben einen gemeinsamen Factor 

g>{!e), so hat man den Fall der gleichen Wurzel und löst die 

Gleichung tp{x] := separat. [161] Existirt dieser Factor 

g){x) nicht oder hat die Gleichung fp{x) = keine zwischen 

den Grenzen a und b gelegene Wurzel y, so kann mau diese 

Grenzen durch Theilung des Intervalls verengem und andere 

I nähere Grenzen a und b' erhalten, so dass die Gleichung 

, /(irj ^ in dem Intervall von a bis '/' eine einzige Wurzel, 

j bingegen die Gleichung f'{.r] = keine Wurzel in demselben 

Ditervall besitzt.^') 

Hieraus folgt: wir können bei der Untersuchung, weiche 

die Berechnung des Werthea einer Wurzel zum Gegenstand 

hat, immer die zwei Greuzen a und b derartig gegeben denken, 

dass die Gleichung f[x) zwischen a um' ' " 

I enthSJt, die Gleichungen /"{jj und /'"u) in d' 

I hingegen keine Wurzeln haben, 

IV, Auf folgende Art .erkennt mau 

Bedingungen erfüllt sind. Die Snbstituti 

von b in die Functionen /^'"Hx), /("'-' 

I fix] sind schon, durch die Operationen, tt 
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der Grenzen dieuten, bekannt; ebenso bat man achon die dent 
Intervall eigenthömliche Reihe der Indicea gebildet. Man 
prüfe, ob, wenn der letzte Index 1 ist, die zwei voraufgehen- 
den Indices 0, lanten. Tritt dies ein, ao iat inau sicher, 
dass die Gleichungen f{.r) = und /"'(x) := zwischen den 
Grenzen a und li keine Wnrzeln besitzen ; wir werden be- 
weisen, dass man in diesem Falle das Ann äherungs verfahren 
mit Sieberheit an"eiiden darf. Sind aber die drei leisten In- 
dices nicht ü, 0, 1, so wird man das Intervall so lange ver- 
kleinern, bis diese Bedingnng stattfindet; wenn es nöthig 
Avird, so wird man separat die gemeinsamen Factoren, welche 
wir mit i/'(j;) und iplx] bezeichnet haben, betrachten. 
Sind die zwei Vergleichsreihen: 

/-("){.), r<"'-''(«), . . .. n»), /■'(«), fl«), 
r(»)(i), r"»-"w. ■ ■ ■■ /■», m, m 

derartig, dass die Vorzeichen, wenn man die letzten Resultate 
/■(«) und f{b) fortlässt, gleich sind, so sind offenbar die frflheren 
Bedingungen erföUt; denn die mit f [a] endende Reihe hat 
ebensoviel Vorzeichen Wechsel wie die mit f'{b) endende; 
ebenso vorhält es sich mit den zwei Reihen, von denen die 
eine mit f"{a], die andere mit f"{b) endet. Unterscheiden sich 
die Eeihen (a) und {h) also nur durch das letzte Vorzeichen, 
so braucht man nur zur Berechnung der Wnrzel flbei-zugehen. 
[162] Im folgenden Artikel wird man sehen, dass dieser Zu- 
stand der zwei Reiben keine Besonderheit darstellt, im Gegen- 
tJieil tritt er im aUgemeinen auf; deswegen mnss man diese 
Anordnung der zwei Reihen mit Aufmerksamkeit betrachten. 
Ist die Anordnung zunächst nicht eine solche, so kann man 
sie immer durch Verengung der Grenzen herstellen. 
Ist die vorgelegte Gleichung zum Beispiel: 

x^ + 3x*-\-2x' — 3ic- — 2a: — 2 =0, 
ao findet man, wenn die linke Seite dieser Gleichung mit flft] 
bezeichnet wird, dass die in die Fnnctionenreihe: 

r'M, rw, f'i'), m f», m 

eingesetzten Zahlen und 10 die folgenden Resultate ei^ebim: 
fOJ . . . + + + _ _ - ~ 

111 

(10! . . . + + + + + + 
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Zwischen den Grenzen und lU liegt eine einzige Wnizel; 
diese Grenzen sind aber nicht so nahe, dass die Gleichungen 
/"l>) ^ nnd f {x) in diesem Intervall keine Wnrzeln haben; 
denn durch Bildnng der Indexreibe, die ü, Cl, 0, 1, 1, 1 lautet, 
sieht man, dass die Gleichung f'{r] ^ zwischen und 10 
eine Wurzel hat nnd dasa es sich ebenso mit der Gleichung 
fix)^0 Terhält. Man mnss daher eine zwiachenliegende 
Zahl einsetzen. Möge diese Zahl 1 sein, so findet man die 
folgenden Eesnltate: 

(1) . .. . + + + + + - 
1 

(10). ... + + + + + 4-. 

Daher liegt die gesuchte \Vui*zeI zwischen 1 und 10; diese 
Grenzen sind derartig, dass die Gleichungen f[x) = und 
f" z} i= in diesem Intervalle keine Wni'zel besitzen. Dies 
zeigt auch die Indesreihe 0, 0, 0, 0, 0, 1 an. 

'163] V. Wir geben hier den Beweis für zwei Hilfsaätze, 
welche bei Berechnung der Grenzen nnd der Werthe der 
Wurzeln sehr häufig gebraucht werden. 

Erstens: Sind die zwei Reihen: 

(«)... ^c..)(„), A"^')w, . . ., rw, r(«), m, 
ib) . . . fio'Xt], /!«-')(6), . . ., rm, rm, m 

derartig, dass jedes Glied der ersten dasselbe Vorzeichen wie 
das entsprechende Glied der zweiten Reihe hat, so Qndet dies 
auch noch statt, wenn man in die Functionen an Stelle von x 
irgend eine zwischenliegeude Zahl e, die grosser als a nnd 
kleiner als b ist, einsetzt; jedes Glied der Reihe: 

w ■ . ^ /<""(■•). /■'"-"(«), ■ . -, rw, m m 

hat dann auch dasselbe Vorzeichen wie das entsprechende 
Glied derReihe [a). 

Das Vorzeichen von f{(i) ist nach Voraussetzung dasselbe 
wie das von f{b]. Setzen wir voraus, dass dieses gemeinsame 
Vorzeichen auch dasjenige sämmtlicher Werthe sei, die man fin- 
det, indem man in f'{x) irgend einen zwischen den Grenzen a 
und b liegenden Zwiachenwerth einsetzt ; die Function f{x) soll 
also so beschaffen sein, dass sie för alle möglichen Werthe 
von X, welche in das InteiTall von a bis h fallen, dasselbe 
Vorzeichen behält. Hieraus muss man den Schlnsa KieUi^i^., 
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daas die Functiou fix) in diesem Intervall immer v&zta 
immer abnimmt; denn die Pinsion erster Ordnung f[xj be- 
wahrt immer dasselbe Vorzeichen + oder — . Da also f[a) 
dasselbe Vorzeichen wie f[b} hat und f{x} immer wächst oder 
abnimmt, so kann die Function f(x] nicht in demselben Inter- 
vall Null werden. Setzt man also in f{x} alle möglichen zwi- 
schen a nnd b gelegenen Werthe ein, ao behält die Function 
f{x} immer dasselbe Vorzeichen, nämlich dasjenige, welches 
f{a) nnd f[h] gemeinaam ist, bei. 

Ebenso beweist man, dass, wenn die Function f"{x) in 
dem ganzen Intervall der Grenzen a bis i ihr Vorzeichen bei- 
behalt und die extremen Werthe f'(a] und f{b] gleiche Vor- 
zeichen besitzen, die Fnnetion f'{x} in demselben Intervall 
dasjenige Vorzeichen hat, welches f'[a} und f'[h) gemeinaam ist 

[164] Wendet man diesen Beweis auf diejenigen Theile 
an, welche sich in den zwei Reihen entsprechen und welche 
weiter und weiter nach links gelegen sind, so gelangt man zn 



Vorzeichen , welche allen ander 



oraufgehen. Nun 



ist es klar, dass die Function f^"'^x), die ja die Variable x 
nicht enthält, ihr Vorzeichen beibehält. Daher ist man sicher, 
dass eine Fnnetion f[r^ in einem gegebenen Intervall dasselbe 
Vorzeichen beibehält, wenn ihre zwei exti'emen Werthe f(a] 
und f{b] dieselben Vorzeichen besitzen, und es sich ebenso mit 
den entsprechenden Werthen f'(a) und f'{h}, f'in) und f"{h), 
f"'{a) nnd f'(h], . . . verhält. 

Besitzen die extremen Werthe f{a] und f{b] einer Function 
f{x) gleiche Vorzeichen, so kann es vorkommen, daas die 
Werthe von /'(j-J, welche zwischenliegenden Werthen von x 
entsprechen, verschiedene Vorzeichen haben; denn f[x) kann 
in dem Intervall mehrfach Null werden. Dies kann aber nicht 
eintreten, wenn die Vorzeichen der z«'ei extremen Werthe 
f'{n) und f'{b] gleich aind nnd diese Bedingung auch fflr alle 
anderen Ableitungen statthat. 

Zweitens: Hat man allgemein die zwei Reihen: 

w . . . /<"')(.), /("-ow, . . ., rw, rw, /w 
(»)... /'"'(»), /-'"-''w, ■■., rw, rm, m 

verglichen und bei der Bildung der Reihe der Indices ge- 
funden, dass der letzte Indes J, welcher f[r) entspricht, Null 
ist, so ist man sicher, dass, wenn man eine zwiachenÜM ~-'~ 




Die Auflösung der bestimmten Gleichungen. 157 

Zahl c einsetzt und die den zwei Intervallen a bis c bezüglich 
c bis h eigenthümlichen Indicesreihen bildet, das letzte Glied 
jeder der zwei Indicesreihen auch Null wird. 

Angenommen nämlich, der letzte Index J' derjenigen Reihe, 
welche zum Intervall a bis c gehört, ist nicht Null, sondern 
gleich y, so folgt: die Reihe der Resultate verliert, wenn die 
eingesetzte Gi'össe von a zu c tibergeht, eine Anzahl j von 
Vorzeichenwechseln. Mithin muss, wenn man von dem zwischen- 
liegenden Werthe c bis zu dem extremen Werthe h tibergeht, 
die Reihe der Resultate bei allmählichem Wachsen der ein- 
gesetzten Grösse eine Anzahl j von Vorzeichenwechseln er- 
werben können. [165] Nun ist dies aber, wie wir gesehen 
baben^ unmöglich; denn die Anzahl der Vorzeichenwechsel 
kann, wenn die eingesetzte Grösse zunimmt, nur abnehmen. 

Ebenso beweist man, dass das letzte Glied der Indices- 
reihe, die dem Intervall von c bis h angehört, keine von Null 
verschiedene Zahl j sein kann. Denn sonst mtisste in dem 
voraufgehenden Intervall die Reihe der Resultate eine Anzahl y 
von Vorzeichenwechseln gewinnen; dies ist aber unmöglich. 

Sind die zwei Vergleichsreihen [a] und [h] so beschaffen, 
dass das letzte Glied J der Indicesreihe, die zum Intervall 
gehört, Null ist, so findet man, dass bei einer Theilung des 
Intervalls durch zwischenliegende Zahlen der letzte Index auch 
immer Null ist; jedes Theilintervall hat daher die Null zum 
letzten Index. 

Die zwei soeben bewiesenen Hilfssätze sind ftir den Fall, 
dass die Function eine einzige Variable enthält, so zu sagen 
evident; dieser Fall wird hier allein betrachtet; das erste 
Lemma ist nur ein Specialfall des zweiten. Es hätte in ge- 
wisser Beziehung gentigt, diese zwei Sätze, welche unmittel- 
bare Folgesätze der vorstehenden Theorie sind, auszusprechen. 
Aber ich hielt es für besser, diese Theoreme auseinanderzu- 
setzen; denn sie lassen sich auch auf Functionen, die aus 
einer beliebigen Anzahl von Variablen bestehen, anwenden 
Wir betrachten hier nicht diesen allgemeinen Satz, obwoh 
man ihn leicht mittelst derselben Principien beweisen könnte; 
er ist ein bemerkenswerthes Element der algebraischen Analysis* 

VI. Wir haben jetzt zu beweisen, dass, wenn die zwei 
Grenzen, zwischen denen man eine Wurzel sucht, nahe genug 
beieinander liegen und die im Artikel III ausgesprochenen 
Bedingungen erfüllt sind, man ohne irgend welche Unsicher- 
heit zur Annäherung tibergehen kann. Betrachten wir den 



Fall, bei dem die letzten Vorzeichen der zwei Vergleicbs- 
reihen: 



(i) . . . . + + + 

UuteD, als Beispiel und setzen wir voraus, die Bedingungen, 
um die ea Bich handelt, mögen stattfinden, d. h. die drei letzten 
Indices seien 0, 0, 1, dann handelt es sich darum, den Werth 
der Wurzel, von dem bekannt ist, er ist gi'Össer als a und 
kleiner als b, zu berechnen. [166] Wir geben zuerst die ana- 
lytische Lösung der Frage; dann führen wir die sich hierauf 
beziehenden Constrnctionen aus; diese machen die Resultate, 
wie man aus Artikel X benrtheilen kann, besondere klar. 
fi sei die unbekannte Grösse, die man von b subtrahiren muss, 
um die Wurzel .r genau zu ftuden; x sei also gleich b — ji. 
Dann hat man : 

ff, -l!) = 0. 

Entwickelt man diesen Ausdruck nur bis zum zweiten 
Gliede, so hat man: 

fiij ^,if II -ii...b) = „. 

Mit f{b — ji---b] ist dabei der Werth bezeichnet, den die 
Function f'{x) annimmt, wenn man anstatt x eine gewisse 
Grösse b — ß ■ ■ -b, die, wie man weiss, zwischen den extre- 
men Werthen der Variabeb Hegt, einsetzt. Diese extremen 
Werthe sind b — (i und b oder x und h. Daher hat man: 



m 
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Diesen Werth vo 
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auadrücken; denn jeder zwisclien x und b gelegene Wertli 
liegt a fortiori zwischen o und b. 

Die Function f [j:], welche nacli Vorauaaetzung für ;r = « 
und j- ^ h positiv ist, bleibt, wie man bemerken muss, wenn 
man dem x einen zwischen a und /' gelegenen Werth ertheilt, 
beständig positiv, denn dieses Vorzeicheu könnte sich nur 
ändern, wenn im Gegensatz zu der von uns gemachten Hypo- 
these einer dieser Z wischen werthe die Function f'^x) annnlliren 
■würde. [167] Daher behält die Function f{x} in dem ganzen 
zwischen a und b gelegenen Intervall das Vorzeichen -\- bei. 
Ebenso verhält es sich mit der Function f"{j-), wie man auf 
dieselbe Art beweist. Die Function f'{,r] , welche von a: = a 
bis X = I' positiv ist, wächst daher in diesem Intervall be- 
ständig; denn ihre Flniion erster Ordnung, nämlich /"{j"), ist 
iu diesem Intervall stets positiv. 

Hieraus folgt: unter allen Werthen, welche die Function 
f[x}, wenn man x von x = a bis x ■:= h laufen läsat, an- 
nimmt, sind f'[a) der kleinste und f(b) der griisste Werth. 
Der genaue Werth von .c ist nun auf die folgende Äii aus- 
gedruckt : 

Ersetzt mau f'[a...b) durch f[b], so dividirt man f[b] durch 
eine za grosse Grösse. Man würde daun von li weniger sub- 
trahiren, als man, um den genauen Werth der Wurzel zu 

finden, subtrahiren muss; daher ißt b }:~ eine Grösse b'. 

f[h) 
die kleiner ab h, aber grösser als die gesuchte Wurzel ist. 
So hat man aus der grössten Grenze b einen Wertli '/ her- 
geleitet, der naher an der Wurzel als die Grenze b liegt und 
den Werth dieser Wurzel sogar roch übersteigt. 

VH. Zur Auffindung eines Säherungswerthes der Wurzel 
könnte mau auch die kleinere Grenze verwertheu. Es möge 
a-\-a der genaue Werth der Wurzel r. sein; u sei dabei eine 
unbekannte Grösse. Dann hat man die Gleichung: 

f{a. + a) = 0. 
Entwickelt man nur bis zum zweiten Gliedc, so Rndct man: 

Der Werth der Variablen unter dem Zeichen f is 



1 



gewisse Grösse, die, wie man weiss, Kwiaulien n und a -\- a oder 
1 ist. Daher hat man : 



[168] Da j 

zwischen a unc 



le zwischen a und x gelegene Grösse 
'i befindlichen Werth hat, ao ündet man 






1 



Man muas bemerken, dass der Werth von /\a) negativ, 
von f(a...b) positiv ist; der zweite Theil des Anadrnokes x 
ist also eine positive Grösse, welche zu der Grenze a hinzn- 
gef^ werden muas. Früher haben wir gesehen, dasa der 
gröäSte Werth, den man finden kann, wenn in f'{x) eine zwi- 
schen « und b gelegene Grösse eingesetzt wird, f [b) ist. Setzt 
man daher in dem letzten Ausdruck fflr den Werth von x an 
Stelle von f{n ...h) die Grfiase f[b), so macht man die der 
Grenze a zuzufügende Grösse zu klein. Daher wird der exaete 
Werth von x sicher grösser als; 

„_M 

/■'('■) ■ 

VIIl. Aus einem ersten Säherangswerthe n, der kleiner 
als die Wurzel ist, haben wir einen zweiten besseren Nilhe- 
rungswerth hergeleitet; dieser ist ebenfalls kleiner als die 
Wnr/.el r, aber grösser als n. Sei dieser neue Siiherungs- 
werth «', so hat man: 

„•-„_ ^M. 



Diese neue Grenze ' 
rnngswerihe '*' , dei 
und der 



ist nur noch mit dem zweiten NShe- 
au3 dem ersten h hergeleitet wnrde, 



m 
m 



lautet, zu combiniren. 
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Die Grenzen ii. nnd b, von denen die eine n kleiner, die 
andere b grösser ala x ist, sind durch nähere Grenzen a und 
' ersetzt; die eine a' ist ideiner, die andere b' gröBser ala 
die gesiiohte Wurzel j'. [169j Die Berechnimg dieser Werthe 
a' und b' reducirt sich auf die Berechnung der Quotienten 

p^, ^- Die drei Reanitate f{a), f{b), f'[b) sind schon 

beim Verfahren zur üestimmung der ersten Grenzen a und b 
bekannt. Man erhält daher die neuen besseren Nühenings- 
werthe a und b' ebenso leicht wie ii und b. 

Beschränkt man sich auf die gewöhnliche Auweudung der 
JVfictoii' sehen Methode, so erhält man nur eine einzige Grenze 
und weiss folglich nicht, wieviel Ziffern man, wenn man die au- 
gektlndigte Division ausführt, zu berechnen hat. Das von uns 
soeben dargestellte Verfahren ist dieser Unsicherheit nicht 
nnterworfen; man kennt ja jetzt zwei neue Grenzen a und b' , 
von denen die eine kleiner, die andere grösser als die Wurzel 
ist. Bei der Berechnung der Werthe für a und b' , die 

a — ,,7,--: und b — -^-J- lauten, braucht man nicht die esacten 

f [f>) f {f>} 

Werthe der Quotienten, wekhe zn complieirt sein können, zn 
verwenden. Es genfigt, die Reclinüng so weit fortzusetzen, bis 
a' und ?/ nur um eine sehr kleine Grösse differiren, dabei hat 
man immer die Bedingung im Auge zu behalten, dass a' immer 
zu klein, b' immer zu gross genommen werden muss. Be- 
zeichnet man die neuen Werthe, welche man so bestimmt hat, 
mit a und i', so wird man diese zweiten Grenzen «' nnd h' 
anwenden, um aus ihnen nach demselben Vorgange dritte 
Grenzen a" und b" herzuleiten. Setzt man diese Art der An- 
näherung unbegrenzt fort, so findet man immer genauere 
Werthe und erkennt stets die Grenzen des Fehlers. 

IX. Jetzt wollen wir das Maass der Convergenz, d. h. das 
Gesetz, nach welchem das Intervall der Grenzen beständig 
abnimmt, aufsuchen. Der Ausdi'uck für dieses Gesetz ist eines 
der Hauptelemcnte unserer Frage. 

Die Differenz der zwei Grenzen a und b, zwischen denen 
die Wurzel gelegen ist, möge gleich i sein; die zwei Grenzen 
seien so nahe , dass die zwei Gleichungen f"(x) = und 
f'{x) = in diesem Intervalle keine Wurzeln besitzen. Wir 
sahen, erstens, dass man leicht erkennt, ob diese Bedingungen 
erfüllt sind, zweitens, dass, wenn diese Bedingungen bestehco-. 



1 



I 






mau aua den gegebenen (ilrenzen a and li 
Grenzen n' unA h' herleiten kann, nämlich: 

Die Differenz h' — a der neuen Grenzen sei mit«" bezeichnet; 
zwischen den Differenzen h — a und h' — a' oder i und i! 
besteht eine Relation, die zn finden ist. Man löat diese Frage 
sofort, indem man an die Stelle von n im Ausdruck für ä 
die Grösse b — i setzt; mau findet ao die Gleichungen: 

m 

Entwickelt man f{h — () bis zum dritten ÖHede, so hat 

m-im + '^rit 



/'(» 



« 



Mit b — i ■ ■ ■ b bezeichnet man einen Werth der VariKbeln, 
welcher zwischen b — i und b, A. h. zwischen a und b, liegt 
Zieht man von b' den so entwickelten Ausdruck ffir a' ab, so 
findet man: 

/■ ^ / ^ ,■ _ M _i_ IB _ i j_ '■ / "'i- ■ ■ ■ ') 
m "^ m "^ 3 fibi 

oder: 

Dieses Resultat ist sehr merkwürdig; man sieht, daas, 
wenn die Differenz i der zwei ersten Grenzen bekannt ist, 
man die Differenz i" der zwei neuen Grenzen findet, indem 

mau das Quadrat von i mit dem Coefficienten —k-^rrTr-^ lavir 

2f {b} 
tiplicirt. Der Nenner 2 /"'(t) ist bekannt; der Zähler /*"(«■- -ft) 
wird durch Einsetzung einer zwischen n und b gelegenen GrSsSe 
in f"{x) gefunden. Mit C bezeichnen wir einen Kähemu^ 



Ordnung oder -^^j so zeigt der Ausdruck für i' oder Cr, 
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f'ld ' • 'b) 
werth des Coefficienten ^ ,. , der aber grösser als dieser 

Coefficient sein soll. Wie wir in den folgenden Artikeln sehen 
werden, ist es leicht, diese Grenze C zu bilden und hieraus 
ein^n Käherungswerth Ci^ für die Differenz i' abzuleiten. 
[17l] Wir werden auch den praktischen Gebrauch zeigen, den 
man von diesem Nähierungswerth Ci* zu machen hat, um hier- 
aus die Anzähl der durch jede Operation gegebenen exacten 
Ziffern zu änden. Hier wollen wir nur auf den Charakter der 
Annäherung, welche durch Anwendung der zwei Grenzen ent- 
steht, aufmerksam machen. 

Ist die Differenz b — a der zwei ersten Grenzen eine sehr 
kleine Grösse geworden, z. B. eine Decimaleinheit siebenter 

iö" 

dass die Differenz i' der zwei neuen Grenzen von derselben 
Ordnung wie ( — 1 wird. Die Zahl C besitzt einen einmal be- 
stimmten Werth, welcher sich im Laufe der Untersuchung nicht 
ändert; die Differenzen i, f , i'\ . . . werden Decimaleinheiten 
höherer Ordnung. Die zweiten Grenzen a und b' könnten 
noch, wenn die ersten a und b eine beträchtliche Differenz 
besitzen, zu entfernt voneinander sein; aber die Convergenz 
der Annäherung wird immer schneller, und jede Operation 
liefert eine stets wachsende Anzahl exacter Ziffern. Wir werden 
dies im Folgenden noch deutlicher erläutern, und man wird er- 
kennen, wie sich die Annäherung beschleunigt. 

X. Nachdem wir die analytischen Principien, welche dieser 
Untersuchung als Basis dienen, angegeben haben, wollen wir 
uns mit den geometrischen Constructionen, welche die Resul- 
tate darstellen, bekannt machen. Sie sind sehr einfach und 
denen analog, die uns zur Unterscheidung der imaginären 
Wurzeln im Artikel XXIII des ersten Buches dienten. 

Als Beispiel betrachten wir den im Artikel VI behandelten 
Fall, d. h. den, wo die letzten Vorzeichen der Vergleichs- 
reihen: ' ^.(^^^ ^,j^j ^(,^j 

(a) . . . + + - 

1 

{b + + + 

lauten nnd die drei letzten Indices die Zahlen 0, 0,' 1 wetds».. 



Der Bögen um (Fig. 7; stellt einen Tbeil (1er Cnrve, deren 
Gleichung ,. 

ist, dar. [172] Die Abscisaen On, Oh kennzeichnen die ge- 
gebenen Grenzen a und b. Die esti'emen Ordinalen avi, bn 
sind die 'Wei-the von f{a] und f{b). Der Bogen »iiaji, welcher 
dem Intervall ab der zwei Grenzen entspricht, hat keinen In- 
flexionapunkt, denn da der vorvorletzte Indes Null ist, eo hat 
die Qleichimg f"\x} = zwis&hen diesen Grenzen keine Wnrzel. 
Die Cnrye wendet ihre convese Seite nach dem unteren Theil 
der Flache zn; denn die Function /"(ar) behält im ganzen Interv^ 




ab das Vorzeichen +. Da die Function /" [x] auch i 
Intervall das Vorzeichen -\- beibehält, so folgt, das« der Bogen' 
man aufsteigend ist. Daher wSohat mit wachaender Abseisae 
die Ordinate f[x) beständig; diese zunächst im Punkte a nega- 
tive Ordinate nähei-t sich mehr und mehr der Null und en^ 
fernt äich dann, nachdem sie positiv geworden ist, von der 
Null; es existirt ein einziger Schnittpunkt der Curve und der 
Axe, nämlich der Punkt u. Setzen wir voraus, dass man im 
Punkte n eine Tangente an die Cnrve zieht und diese Tkd- 
gente bis zum Punkte b', wo sie die Axe schneidet, verlängert, 
so ist es klar, ilass, da der Punkt //' zwischen a und h liegt, 
die Absciase Oft' einen grösseren Werth als die Wurzel haben 
wird; dieser Werth wird aber eine bessere Annäherung an 
diese Wurzel als die Abeclsae Ob liefern. Ftlhrt man jeUt 
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durch den Punkt m eine Parallele zur Tangente nV^ so er- 
giebt die Abscisse Oa', da der Punkt a', in dem diese Parallele 
die Axe schneidet, zwischen a und a liegt, einen kleineren 
Werth als die Wurzel; dieser Werth wird aber eine bessere 
Annäherung an die Wurzel als die Abscisse Oa liefern. Man 
hat nur noch die Werthe dieser neuen Abscissen 0^' und Oa' 
auszudrücken. Im Punkte n ist das Verhältniss des Zuwachses 

dy zum Zuwachs dx oder — —— — gleich dem Verhältniss 

der Ordinate nh zur Subtangente hh\ Daher hat man: 

dx ♦ f\h) __ nh _ f[h) 
dx "" hh' ~ hh' ' 

■flh\ 

folglich ist die Linie hh' gleich —jj- • Der Werth der Ab- 
scisse Oh' ist: 

m 



h — 



m 



[173] Dies ist der Ausdruck des Näheningswerthes, den wir 
im Artikel VI mit h' bezeichneten. 

Das Verhältniss - - im Punkte 7i oder -'-A-/- ist gleich 

dx dx 

dem Verhältniss der Ordinate am (mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen genommen) zum Theile aa der Axe, welcher zwischen 
der Ordinate und der Parallelen liegt; daher hat man: 

. dx aa f [h] 

Die Abscisse Oa' ist also gleich: 

m 



a — 



nh) 



dies ist der Ausdruck für den Näherungs werth, den wir im. 
Ajrtikel VIII mit a' bezeichneten. 

Die zwei Resultate der linearen Annäherung werden daher 
mittelst dieser Construction klar dargestellt. Die Abscissen 
Ca, 0&, welche den ersten Grenzen entsprechen^ werden durch 
zwei andere Oa' und Oh' ersetzt; diese werden bestimmt.^ in- 
dem man durch den Punkt n eine Taiige\ilfe ^w ^\^ ^xsän^ ^^Ä^ 
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durch den Pnntt m eine Parallele zur Tangente führt. HeisaeB 
endlich a und b' die Enden der Bubtangenten oder allge- 
meiner zwei Puntte, von denen der eine zwischen a und der 
Grenze a, der andere zwischen b und der Grenze b' liegt, so 
bezeichnet man auf der Cnrve die Enden m und ii der darch 
«' nnd b' gehenden Ordinaten; hezüglich der Punkte m' und 
)(' geht man dann wie für die Punkte m nnd « vor. Es ist 
klar, dass man ana dieser ConstrnctiDn die Kenntniss der zwei 

NähernngBwerthe b — -^777: und a — -,^ welche wir im Ai^ 

f \o) I [b] 

tikel VI und VII hergeleitet haben, hätte finden können. Der 
erate dieser Werthe ist der dureh die iVf!M'/on.'sche Regel ge- 
gebene ; allgemein besteht diese Kegel immer darin, den ersten 
Sftherungawerth, welchen ma.n als Abscisae betrachtet, dadurch 
zu verbessern, dass man zu dieser Äbscisse den Werth dei 
Snbtangente hinzufögt. [174] . Der andere Näherunga werth 

a — ~T, r vervollständigt die lineare Annäherung oder die An- 

nähemng ersten Grades. Wir bezeichnen mit diesem Ansdmck 
diejenige Auuäherang, welche nnr von Fluxionen erster Ord- 
nung abhängt, 

XI. Die vorstehende Consti'uctlon macht die Bedingungen 
klar, welche die Anwendung der linearen Annäherung erfor- 
dert. Liegt der Punkt b [Fig. 7) nahe genug bei dem Schnitt- 
punkte «, so trifft die Tangente im Endpunkte n der Ordi- 
nate bn die Ase in einem Punkte b' zwischen b und a\ der 
neue Werth b' , welcher dnrch die Abacisse Ob' dargestellt 
wurde, ist ein besserer Nähernngs werth, als der voranfgehende 
b, den die Abacisse 06 darstellt. Entspräche aber der erate 
Werth OB, auf welchen man die Rechnung anzuwenden hat, 
dem Punkte B, so kann offenbar die im Punkte N construirte 
Tangente die Axe in einem Punkte treffen, der weiter vom 
Schnittpunkte a entfernt ist. In diesem Falle liefert die New- 
(ort'sche Regel den Werth der gesuchten Wurzel nicht mit 
Sicherheit; vielmehr kann sie zu Resultaten führen, die sehr 
verschieden von denjenigen, welche Gegenstand der Frage 
sind, werden. Damit diese Unsirherheit nicht eintreten soll, 
muaa der Punkt w., der Endpunkt der Ordinate b?i, vom Co- 
ordinatenursprung weniger entfernt sein als der nächste In- 
fi exionapunkt r. 

Man sieht auch, daas die iV^U'/oji'sche Annäherimg nicht 
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ohne Unterschied auf die Grenze i und die Grenze b ange- 
wandt werden kann ; denn die im Endpunkte iii der Ordinate 
am gezogene Tangente könnte die Axe in einem Funkte 
treffen, dar vom Schnittpunkte « weiter entfernt ist, als es der 
Punkt b war. Die Grenzen Od, Ob (Fig. 8), zwiaehen denen 
sieh ein einziger Schnittpunkt a beündet, konnten anch so 
weit entfernt sein, daas in diesem Intervall ab mehrere Funkte 
p, p gelegen sind, in denen die Tangente parallel der Ase 
ist, und mehrere Inflexionspunkte r, r. r, welche einen con- 
vesen Bogen von einem coneaven Bogen trennen. In diesem 
Falle darf man nicht von der liueareu Äniiälierung Gebrauch 
machen; man muss vielmehi' das Intervall so lange verkleinern, 
bis der Bogen, welcher dem neuen Intervall a'h' entapricht, 
keinen Funkt jj des Maximum» und Minimums nnd keinen In- 
flexionspunbt /■ enthält. 



"^ 




Fig. 8. 

Schon lu der Abhandlung über die Auflösung der unme- 
Tiacben Gleichungen^*) war gezeigt worden, dass das von 
Newton angegebene Verfahren insofern unvollkommen ist, als 
es kein charakteristisches Merkmal, welches die Sicherheit der 
Anntlhemng verbürgt, an sich trägt. [175J Der bertthmte 
Autor macht die Bemerkung (Einleitung, Seite X), dass, da 
man bei jeder Operation Glieder, deren Werth man nicht 
kennt, vernachlässigt., man nicht den Grad der Genauigkeit 
jeder Correction beurtheilen kann; er fügt hinzu (Seite 139, 
Eweite Ausgabel, dass es schwierig, ja sogar vielleicht un- 
möglich ist, a priori ein unterscheidendes Merkmal zu finden, 
beurtheilen zu können , ob die Bedingung , welche die 
OperatioD oonvergent macht, erfUllt oder nicht erfQUt ist. 
Diese wichtige Frage ist durch die Methode, w^V^Xä "^i« \TSi. 
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voranfgehenden Buche znr Baatimmimg der C4reiizeit der Wur- 
zeln angegeben haben, vfillig gelöst; durch diese Methode er- 
kennt man, ob die Gleichnng f\x) = zwischen den Grenzen 
« und h eine einzige reelle Wurzel hat, und ob jede der 
Gleiehnngeu f[x) := und f"[x] = keine Wurzel in diesem 
lutervall besitzt. Femer kann mau in nllcn Fälleu fUr jede 
Wurzel zwei Grenzen bestimmen, welche diesen Bedingungen 
geuttgeu. Daher kann die lineare Annäherung, von welcher 
die JVeit'fow' ach B Methode einen Tbeil bildet, immer angewandt 
werden. 

Die Construction macht dieses Reauitat für den oben an- 
gegebenen Fall klar, denn der Bogen nin (Fig. 7) kann weder 
einen luflesiouspnnkt, noch eine zur Äse parallele Tangente 
besitzen; die Gleichungen f"[x] := und f{x) ^ haben ja 




Fig. 9- 



Fig. 10. 



zwischen a und b keine reellen Wurzein. Es genügt daher, 
in diesem Falle die Hegel anzuwenden. Der erste Nftherungs- 
werth // filbrt zum Ende der Snbtangente; oder hält mau sich, 
um die Rechnung zu erleichtern, bei einem Nachbarpnnkte ^' 
des Punktes b', der zwischen h' und h gelegen ist, auf, so 
gelangt man mit demselben Verfahren von diesem Punkte fi' 
zu einem anderen ß", welcher dem Schnittpunkte a n&her 
liegt. Diese Annäherung kann unbegrenzt fortgesetzt werden. 
Xn. Die Lage der Figur ist niciit immer die soeben von 
uns angegebene. Man muss im allgemeinen vier Fälle unter- 
ächfiden, nämlich die in den Figg. 9, 10, 11, 12 dargestellten; 
von diesen wollen wir zunächst den ei'sten betrachten. In 
diesem Falle (Fig. 9) vollzieht sich die Annäherung, wie wir 
schon sagten, vermilge aufeinanderfolgender Tangenten, deren 
erste durch den Punkt u geht. Im zweiten Falle (Fig. 10) 
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geht die erste Tangente durch den Punkt m. Im dritten 
Falle (Fig. 11) geht sie auch durch das Ende m der Ordinate 
um, [176] Im vierten Falle (Fig. 12) geht die erste Tangente 
vom Ende n der Ordinate hn aus. Aus dem Anblick der 
Figuren allein geht schon die Convergenz der Annäherungen 
hervor; die Figuren lassen auch erkennen, dass die Bedingung 
dieser Convergenz für alle Fälle darin besteht, dass der Bogen 
mn frei von Krümmungen und Wendepunkten ist. Dies tritt 
immer dann ein, wenn die Gleichungen f{x] = und f"[x) = 
zwischen a und h keine reellen Wurzeln besitzen. Wie wir 
schon angaben, versichert man sich hiervon, indem man die 
Grenzen a und h in die Functionenreihe : 

fC'^x), rc»-)(x), . . ., r{x\ f"{x), fix), fix) 

setzt; dies ergiebt zwei Reihen von Resultaten, nämlich: 





^m/^ 



Fig. 11. 



a. 




Fig. 12. 






., /•'"(«), f'K f'H m, 
., /•'"(*}, f"{h), f'ib), f[h). 



Man hat die zwei Vergleichsreihen (a) und [h] zu ver- 
gleichen. Unterscheiden sich diese nur durch das letzte Vor- 
zeichen, welches für eine der Grenzen positiv, für die andere 
negativ sei, so haben die zwei Gleichungen f"[x) = und 
f(x) = in dem Intervalle keine Wurzeln. Daher hat der 
Bogen mn keine zur Axe parallele Tangente und keinen 
Wendepunkt. Folglich sind die Grenzen so nahe, dass man 
ohne irgend welche Unsicherheit von der Näherungsregel Ge- 
brauch machen kann. 

Man sieht auch: es ist nicht nöthig, dass die zwei Vor- 
zeichenreihen [a] und ip) nur im letzten Vorzeichen verschieden 
sind; es genügt, die Anzahl der Vorz»e\c.\\^\i^^0öa»O^ ^^'^ä-^ 
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zwei Reihen zu vei^leichen. Bei dieaem Vergleich geht man 
von linliB nach rechts vor and macht znnilchat bei der Fimo- 
tioE f'[x) halt. Findet man, dass die zwei Grenzen biB zb 
diesem Gliede (inol.) dieselbe Anzahl von Vorzeichen ei^eb«n, 
SD fo^ei-t man, dass die Gleichung f'{x) ^ zwischen deD 
Grenzen a und h keine Wurzel hat. Man vergleicht anch ^ 
zwei Reihen [a] nnd ('i), indem man bei der Function f[x] 
[incl.) halt macht; haben die zwei Reihen noch dieselbe Aa- 
zahl von Vorzeichen wechseln, so schliesst man, dass die Glei' 
chung /" (a;) = zwischen den Grenzen a und h keine Wurzel 
hat. |177] Uan kann dann sofort zor Änwendang der Regel 
Übergeben; sie wird sicher bessere Grenzen a' und b', ida ee 
die vorauf gehenden a und h waren, ergeben. 

Der Vergleich der zwei Reihen [a] und [b) reducirt sich, 
wie man sieht, darauf, die Reihe der Indices zn bilden, welche 
dem Intervall der Grenzen a und b eigenthünJich ist, nnd zn 
prüfen, oh die drei letzten Indices 0, 0, 1 lauten; dieae Be- 
dingung ist nothwendig und hinreichend. Wäre sie nicht er- 
füllt, so wäre die Annäherung iri'ig oder wenigstens unsicher; 
man darf in diesem Falle nur dann zu derselben Übei^eben, 
wenn man die Grenzen näher aneinander gebracht hat. Sind 
die drei letzten Indices 0, 0, 1 geworden, so weist dies dar- 
auf hin, dass die zwei Grenzen a und b nahe genug sind, um 
von der linearen Annäherung Gebrauch zu machen. Man gebt 
dann von den Grenzen a nnd b zn zwei anderen a und S', 
welche dieselbe Eigenschaft wie a und b haben, über; die 
eine dieser neuen Grenzen wurde durch Newton gegeben; sie 
ist im ersten Falle {Fig. 9) durch: 

rm 

dargestellt. 

XII t. Die Constructionen lassen sehr klar erkennen, dasa 
Newton\ Regel nicht unterschiedslos auf die eine oder auf die 
andere Grenze augewandt werden darf. Im ersten Falle ist 
der Bogen ansteigend und concav (Fig. 9); er wendet seine 
convese Seite nach dem unteren Theil des Blattes. Im zweiten 
Falle (Fig. 10) ist der Bogen absteigend und concav. Im 
dritten Falle (Fig. 11) ist der Bogen ansteigend und convei; 
er wendet seine convexe Seite nach dem oberen Theil des 
Blattes. Im vierten Falle (Fig. 12) ist der Bogen absteigend, 
nnd conves. 
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Im ersten Falle sind die drei letzten Vorzeichen der Reihe 
{a)j welche man bildet, indem man a in die Functionen: 

f"{x], fix), fix) 
setzt, 

+ + -, 

und diejenigen der Reihe {b): 

+ + +• 

[178] Für den zweiten Fall lauten die drei letzten Glieder 
der zwei Reihen: 

(«)...+ _ + 
Ib)... + - -■ 

Ftir den dritten Fall lauten die drei letzten Glieder der zwei 

Reihen: , , 

(a) . . . — + — 

(fe)... - + +• 

Endlich lauten für den vierten Fall die letzten Glieder der 

Reihen: , , 

(a) . . . — — + 

[h]... - - -. 

Im ersten und vierten Falle muss das Näherungsver- 
fahren auf die grössere Grenze h angewandt werden; denn die 
durch den Punkt n gezogene Tangente ergiebt sicherlich einen 
zweiten besseren Näherungswerth b' als h. Im zweiten und 
dritten Falle muss die Regel auf die kleinere Grenze a an- 
gewandt werden; denn die durch den Punkt m gezogene Tan- 
gente ergiebt sicherlich einen besseren Näherungswerth a 
als a. 

Um diejenige der zwei Abscissen, welche die zu wählende 
Grenze darstellt, zu unterscheiden, genügt es zu bemerken, 
dass man aus dem Ende dieser Abscisse die Convexität des 
Bogens ww, nicht aber seine Concavität ersieht. Diese Grenze 
kann die äussere genannt werden, weil der sie begrenzende 
Punkt ausserhalb des Raumes, welchen die Curve einschliesst, 
liegt. Die andere Grenze ist die innere. 

Nicht weniger leicht erkennt man die Grenzen durch die 
Vorzeichen der zwei Reihen [a] und (6). Die äussere Grenze 
ist immer diejenige, welche für f[x) und f"[x) dieselben Vor- 
zeichen ergiebt. 
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XIV. Fflr die gewölinliche Anwendung der Regel ist es, 
wie man gesehen hat, nothwendig, zwei Grenzen a und b za 
kennen, zwischen denen die Wurzel, deren Werth man be- 
rechnet, allein gelegen ist; ferner mnas man sich versichern, 
dasa, wenn man die zwei ZaUen a und b in die Fnnclioaen- 
reihe /-""»(a'], . . . , f'{x), f{x), f{x] einsetzt, die Gleichung 
f[x) = zwischen a und b eine einzige Wurzel besitzt, die 
Gleichung f[x]^=Ü und ebenso die Oteichnng f'{x) = hin- 
gegen in diesem Intervall keine Wurzeln haben. [179] Diese 
Grenzen bestimmt man durch die Methode, welche wir im 
ersten Buche auseinandergesetzt haben; sind diese Grenzen 
nicht nahe genug, dass die Reihe der dem Intervall eigenthün)- 
liehen Indices als letzte Glieder 0, 0, 1 aufweist, so muss 
man das Intervall so lange verkleinern, bis diese Bedingung 
erftUlt ist. Solches Ergebnisa zu erreichen ist immer leicht, 
und die Constructionen m seilen dieses Resultat klar. Der 
Bogen der Curve nm, dessen Schnittpunkt mit der Äxe die 
gesuchte Wurzel darstellt, kann, trotzdem er uiir einen Schnitt- 
pankt besitzt, doch ausgedehnt genug sein, um Biegungen und 
Wendungen zu haben ; dies würde z. B. eintreten, wenn dieser 
Bogen so wie in Fig. 8 verläuft. Man kann die Grenzen a 
und b so entfernt voraussetKcn , dass der Bogen mn zwei 
Punkte p und p des Maximums und Minimums, drei Inflexions- 
punkte r, r, r und doch nur einen einzigen Schnittpunkt a 
besitzt. Wenn man aber die Grenzen nüher bringt, so gelangt 
man offenbar zu besseren Werthen a und b' und kann den 
Bogen WK frei von Kitlmmungeu machen. Nur müssen dabei 
die singnlitren Fälle, in denen man die Inäexionspnnkte, die 
Schnittpunkte und die Punkte des Maximums und Minimums 
nicht trennen kann, beachtet -werden. Dies tritt ein : erstens, 
wenn die zwei Wurzeln gleich sind, zweitens, M'eun der In- 
HexioDspunkt r mit dem Bchnittpnukt a zusammenfällt. Der 
erste Fall ist hier nicht zn betrachten; denn die zwei Wtirzein 
sind dann nicht geti'ennt und die Reihe der dem Intervall zu- 
gehörigen Indices sohliesst nicht, wie vorausgeaetat, mit der 
Zahl 1, vielmehr ist der letzte Index 2. Der zweite Fall ist 
dem der gleichen Wurzeln analog und beide sind leicht m 
unterscheiden. Im ersten Falle haben die zwei Functionen 
fix] und ('[t) einen Factor gemein, im zweiten Falle haben 
die zwei Functionen f[x] und f"{x) einen gemeinsamen Factor. 
Es genfigt daher, diese Functionen zn vergleichen und dadurch 
zu erkennen, ob sie einen gemeinsamen Factor besitzen ; irie 
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wir Torlier gesehen habeo, bildet dieser Vergleich einen Theil I 
der Kegel, welche zur Beatiramung der Grenzen der Wurzeln ' 

[180] XV. Wir fassen jetzt den allgemeinen Inhalt der I 
soeben bewiesenen Sätze znaammen': 

Wendet man auf eine voi^elegte Gleichnng ([x) = die 
zur Bestimmung der Grenzen angegebene Methode an, so 
langt man daxu, ein dureh zwei Zahlen a nnd h begrenztes 
Intervall zu bestimmen ; in diesem befindet sich eine ein 
Wurzel; zur Berechnung dieser geht man, wie folgt, vor. Die 
Reihe der zu diesem Intervall gehörenden Indices hat nach 
Voraussetzung als letztes Glied die Zahl 1. Man sieht, ob 
die zwei Vorzeichenreihen, welche durch Substitution der 
Grenzen a und b gegeben werden, sich nnr durch dus letzte 
Voraeichen unterscheiden; dies tritt am häoflgsten ein. Findet 
diese Bedingung statt, so kann man sofort die Nähernnga- 
methode anwenden. Zu dieser Anwendung kann man auch 
dann tbergehen, wenn die zwei Vorzeichenreihen verschieden 
Bind und die .letzten Glieder der Reihe der Indices 0, 0, 1 
lanten. Ist diese letzte Bedingung nicht erfüllt, so kündigt 
dies au, dass die Grenzen nicht nahe genug liegen, um mit 
Sicherheit von der Nähernngsregel Gebranch zu machen; in 
Lesern Falle mnsa man das Intervall durch Substitution einer 
zwisehenliegenden Zahl verkleinern. Bevor man aber zu dieser 
Theilung des Intervalls llbergeht, prüfe man, ob die Functionen 
f'[x) und f{x) einen gemeinsamen Theiler ip\.t:) haben. Tritt 
dieaei' singulare Fall ein und hat ferner die Gleichung ip[x)^Q 
eine reelle Wurzel a zwischen a nnd ö, — dies erkennt man 
leicht nach den von uns dargelegten Principien — , so bleibt 
nur die Bestimmung dieser Wurzel a übrig. Man wendet 
daher dann diese Regel auf die Gleichung 1/1(3;) = an. 

EsiBtirt der gemeinsame Factor nicht, so kommt man durch 
Theilnng des Intervalls sicher zu zwei Grenzen a und b, für 
welche die drei letzten Indices 0, 0, 1 lauten. Man wählt 
dann diejenige der zwei Grenzen, die beim Einsetzen in 
/"(a) und f(x] dieselben Vorzeicheu liefert, aus; bezeichnet 
man diese äussere Grenze mit t; so setzt man in die Glei- 
chtmg f{x) au die Stelle von x e-}-/ ein; in dem Resultat 
Visst man diejenigen Potenzen von ;', die höher als die erste 
sind, fort; dann bestimmt man allein durch numerische Divi- 
sion eineu Nähernngawerth fllr /, indem mau den zn kleinen 
Quotienten, abgesehen vom Vorzeichen, nimmt. [181] 80 findet 
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mau einen zweiten Näherung 8 werth (/; verfährt man mif 8 
neuen Grenze "' ebenso wie man es mit der Grenze c th:it, 
BO kann man dasselbe Rechnungsverfabren fortsetzen. 

XVI. Durch daa Voranfgehende ersieht man: diese An- 
wendung der Regel ergiebt Näherungswerthe, die immer besser 
angenähert sind, die aber, wie wir schon im Artikel n sagten, 
entweder alle grösser oder alle kleiner als die gesnchte Wurzel 
sind. Hierans geht Folgendes hervor: fflhrt man die nnme- 
riache Division, um einen neuen Theil der Wurzel zn kennen, 
aus, so weiss man nicht, bis zu welchem Gliede diese Ope- 
ration gefilhrt werden muss. Beschränkt man sich anf eine 
einzige Ziffer des Quotienten, ao verliert man einen der grössten 
Vortheile des Verfahrens ; denn eine einzige Operation kann 
mehrere esacte Ziffern ergeben, und sie ergiebt um so mehr, 
wenn man schon eine grössere Anzahl deraelben kennt. Fahrt 
man hingegen den Quotienten ober das Glied, bei dem die 
Ziffern der Wurzel anzngehftren aufhören, hinaus, so macht 
man die weiteren Operationen complicirt und verwiiTf. Die 
reguläre Anwendung eines aolchen Processes erfordert er- 
sichüich, dass man mit Hilfe einer sicheren Kegel er- 
kennt, wieviel Ziffern, die der Wurzel wirklich angehören, 
durch jede Operation gegeben werden. Wir haben oben die 
Principien, welche diese Frage vüllig lösen, dargelegt. Hat 
man zwei Grenzen a und b gefunden, welche beim Einsetzen 
in die Functionen /'("''{a;). . . ., f"[x), f{x), f{x) bis auf die 
letzten Resultate zwei Reihen von Resultaten mit denselben 
Vorzeichen liefern, so leitet man filv die Berechnung der Nähe- 
rungswerthe die im Folgenden anzugebende Regel ab; diese 
ist auch noch gültig, wenn man zwei Grenzen a und h ge- 
funden hat, die, in diese Functionen eingesetzt, derartige Re- 
sultate ergeben, dass die Reihe der Indicea als letzte drei 
Glieder 0, 0, 1 aufweist. Bezeichnet man diejenige der zwei 
Grenzen, welche, in die Functionen f'{x] und f[x] gesetzt, zwm 
Resultate mit denselben Vorzeichen liefert, mit ß , so nnos 
man den Ausdruck: 

bilden ; [182] bezeichnet man mit a die andere Grenze, velÜfte 
fftr f'fa) und fla] verschiedene Vorzeichen liefert, so bQdlf 
man den Ausdruck: 
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Die zwei Grössen a und ß' sind neue Werthe, zwiscLen 
denen die Wurzel x liegt; dieäelben sind bessere Näherungs- 
werthe als a und ß. 

XVII. Die aus den ersten (i und n liergeleiteten neuen 

Grenzen ß — ,. ■ und a — ,,, ■ . sind nicht die einzigen, 

/ [ß] f [p] 

weiche mao zur Berechnung der Wurzeln verwenden kann; 
die Unoare Annähei'ong umfasst im allgemeineu fünf, aus den 
zwei ersten k und ß resnltirende Grenzen. Die Constmction 
(Fig. 13) genügt, um diese fünf Grenzen nnd ihre Eigentham- 
lichkeiten anzugeben. Man muss in dem Endpunkte der Ordi- 
nate, welche einer der Gren/.en entspricht, eine Tangente an 




Fig. 13. 

den Bogen zieht-n und diese Tangente verlängern, bis sie die 
Abscissenaxe trifft. Ebenso zieht man im Endpnnkte der 
Ordinate, welche der anderen Grenze entspricht, eine zweite 
Tangente; dann zieht man im Endpunkte jeder dieser zwei 
Ordinaten eine Gerade, welche der durch den Endpunkt der 
anderen Ordinate gehenden Tangente parallel ist. Endlich 
zieht man durch die Enden der zwei Ordinalen eine Becante 
und bezeichnet ihren Schnittpunkt mit der Abscissenaxe. Das 
System dieser fünf geraden Linien stellt alle Bedingungen der 
linearen Annäherung oder der Annäherung ersten Grades dar; 
d. h, auf diese Art kennt man die neuen Näherunga werthe, 
welche aus den zwei ursprünglichen Grenzen « und ß allein 
dnreb Auflösung von Gleichungen ersten Grades hergeleitet 
werden können. Nach der Natur der besonderen Fälle kann 
man diejenige der fQnf Grenzen , welche am leichtesten 
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zu berechnen ist, auawÄhien; aber nicht immer kann man be- 
grflndet acbliessen, dass die zwei neuen Grenzen nolhwendig 
bessere Nähernngswei-Üie alß die zwei voraufgehenden dar- 
»teUen. Diese Eigenthtünlichkeit findet nur bei den zwe i im 
vor aufgehen den Artikel mit 

bezeichneten Grössen und derjenigen der fflnf Grenzen, welche 
dnrch die Secante angegeben wird, statt. [183] Diese letztere 
wird durch: 

anagedröckt. Der Factor, welcher — f[ß] multiplicirt, ist der 
Quotient der Differenz ß — « der zwei Absciaaen durch die 
Differenz f[ß] — /"(«) der zwei Ordinalen; in dem voraufgehen- 
den Ausdruck ß — ^^j~ ist der Factor, welcher — f[ß) mulü- 

plicirt, der Quotient des Differentials dß der Ahacisae durch 
dß ■ f'[ß) oder dfiß), dies ist aber das Differential der Gra- 
nate; die zwei Ausdrücke differiren also darin, dass die Diffe- 
rentiale durch die endlichen Differenzen ersetzt sind, 

Ist die Differenz der Grenzen noch gross genug, so diff&- 
riren die fünf neuen Grenzen, welche ans den alten folgen, 
sehr merklich voneinander; man mnss dann diejenigen, welche 
die besten Näherungswerthe ergeben, auswählen. Aber in dem 
Maasse, wie das Intervall der ersten Grenzen abnimmt, nähern 
sich die neuen Grenzen, welche man ableiten kann, fortwäh- 
rend, und die Ordnung der Convergenz wird ftlr alle dieselbe. 
Im Folgenden werden wir das Maaas der Convergenz kennen 
lernen, 

XVIII. Der einfachste Fall der linearen Annäherung ist 
derjenige, den die zweigliedrigen Gleichungen der Form: 

j^'" — ^1 = 
darbieten. Der Exponent m ist bekannt; A ist eine positive 
Zahl. Die Berechnung reducirt sich daher darauf, aus der 
Zahl A die Jjite Wurzel auszuziehen. Die arithmetische Ope- 
ration, welche diese Wurzel ergiebt, lässt sich sofort ans den 
von uns auseinandergesetzten Principien herleiten. Wendet 
man auf die Function f[x) oder k"' — A die im ersten Baelw 
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auseinandergesetzt« Principien an, i^o erkennt man sofort I 

den ganzzahligen Begtandtheil , aus dem die Wnrzel gebildet 1 

ist, nnd zwar die ersten Ziffern; man kennt daher zwei erste j 

Grenzen a nnd b, zwisclien denen die Wnrzel liegt; diese J 

unterscheiden sich nm eine einzige Decimaleintaeit einer ge~ ] 

wissen Ordnung. Die drei letzten Functionen sind: I 
[184] n^], fix), fix] 

m{m — l)x^'*, wa;"'~*, x'" — ^(. 
Die Zeichenreihe, welche der Grenze a entspricht, lautet: 

!«)■■■ H + + 

und die Zeicheureilie für h wird: 

h h + +■ ^^H 

Die Reihe der Indices weist daher: ^^^^^| 

0, 0, 1 ^^^9 

^a die drei letzten Glieder anf; der Bogen der Curve verläuft 
so, wie es die Fig. 13 darstellt. Zieht man dui'ch den Punkt 
m, welcher der kleineren Grenze a entspricht, die Tangente 
ma, so findet man eine Subtangente, welche, zu der Abscisse 
Oa hinjiugefagt, eine neue Abscisae 0« ergiebt; diese ist noth- 
wendig grösser als die Abscisse Ox des Schnittpunktes. Hat 
man im Endpunkte n der Ordinate, welche der grösseren Grenze 
b entspricht, die Tangente n[i gezogen, so ziehe man zn dieser 
Tangente durch den Punkt m eine parallele Gerade ma'; fü^ 
mau aa zu der Abscisse Oa, so ergiebt dies eine neue Ab- 
BcisSB Oa', die nothwendig kleiner als die Abscisse Ox des 
Schnittpunktes ist. Die Wurzel liegt folglich zwischen Oa' 
und Oa; man muss daher zu dem schon bekannten Theile a 

den Werth von aa, der — -j^ oder ,„_, ist, hinzn- 

fSgen, die Summe überschreitet dann sicher die Wurzel x. 
Vflgt man aber zn dem bekannten Theile a den Werth von 
aa hinzu, so wird die erhaltene Summe sicher kleiner als 

die Wurzel. Die Linie aa hat den Werth — '-,1 oder 

— — ^ - ; der Zähler A — a"* ist der Rest B, der sich bei 
der arithmetischen Operation, welche einen M«t«a TiXwsi. iMt 
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Wurzel erkenaen läsat, ergiebt. Mithin erhalt man folgende« 
Resultat: dividirt man den Rest B. durch daa mf&che dei 
m — Iten Potenz des schon bei der Wurzel hingeschriebenen 
Theiles a, ao überatcigt der Quotient die Gröaae, die man zn 
a, um die Wui-zel zu finden, hinzuaddiren muss; [183] er- 
höht man aber die letzte bei der Wurzel hingeschriebene 
Ziffer nm 1, — dies ergiebt nach Annahme einen Werth /i, 
der grösser ala die Wurzel iat, — und dividirt denaelben 
Rest li durch das mfache der in — Iten Potenz von h, so 
wii'd der Quotient kleiner als die Grösse, die man zn a hin- 
zufügen miisa, nm die Wurzel zu vervollständigen. Die zwei 

Q.uütienten m — C "^^ — im-i '''ff^riren im Anfang der 

Operation derai-tig, dass der Vergleich dieser Quotienten zu- 
näehat nicht sehr znr Erleichterung der Berechnung der Wurzel 
dient; ist ea aber gelungen, eine grössere Anzahl esaoter Zif- 
fern zu kennen, so unterscheiden sich die Quotienten anaser- 
ordentlicli wenig; wie man sicher weiss, gehören die den zwei 
Grenzen gemeiiisamen Ziffern der Wurzel an; hieraus folgt, 
dass jede Operation eine gewisse Anzahl exaoter ZilTeru kennen 
lehi't und dass bezüglich des Gliedes, bei dem man bei der 
Dumeriaehen Division halt machen muss, keine Unsicherheit 
herrscht. Die Bestimmung dea Gesetzes, nach dem die An- 
zahl der exacten Ziffern zunimmt, die jede numerische Divi- 
sion liefert, iat leicht aufzufinden, lieber Operationen, welche 
znr Anaziehung der Quadrat- und Cubikwnrzeln dienen, hat 
man schon lange Bemerkungen gemacht. Aber diese Sätze 
sind nicht auf m einfache Operationen beschrankt; sie passen, 
wie wir bald beweisen werden, auch auf die Wurzeln aller 
algebraischen Gleichungen, wie gross auch immer die Anzahl 
ihrer Glieder aei. Diese eigenthllmlichen Resultate sind sogar 
noch viel allgemeiner; aie hängen nickt von der Natur der 
bestimmten Gleichung, deren Wurzel man sucht, ab; sie folgen 
vielmehr aus dem Charakter der linearen Annäherung. 

XIX. Der voraufgehende Artikel zeigt: die elementaren 
Regeln, welche zur Ausziehung der unmeriachen Wurzeln 
dienen, sind nichts anderes als sehr specielle Anwendungen 
einer allgemeinen Methode, welche die Gleichungen aller Grade 
umfasat. FTeto"), Tlamot^'^), Ougktred,^^), Newton'^] und Wal- 
lis^^] haben die Frage der Auflösung der Gleichungen zuerst 
unter diesem Gesichtspunkte betrachtet. Sie dachten, es muss 
eine allgemeine exegetische Operation exiatireu; diese ist 
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■geeignet, der Reihe nach alle Theile irgend einer Wurzei einer 
quutio affecta zn ergeben. [186] Mit dem letzteren Aus- 
druck bezeichneten sie die algebraische Uleichuug, welche 
anaaer der Potenz x'" der Unbekannten sowie dem letzten be- 
kannten Gliede Ä noch verschiedene andere Glieder, die aus 
Prodncten von gegebenen Coefficienten und niedrigeren Po- 
tenzen der Unbekannten gebildet sind, enthält. Den Theil 
dieser allgemeinen Methode, der sich auf die Bnchataben- 
gleichungen mit einer einzigen Unbekannten bezieht, entdeckte 
Neipto?i; er machte davon einen aebr ausgiebigen Gebranch 
in der Theorie der Ileihen. Kram Vieta hatte dieselben Au- 
Behauungen lange vorher in Vorschlag gebracht; damals waren 
aber die mathematischen Theorien zu unvollkommen, nm eine 
genügend weitgehende Methode bilden zu können. Der ein- 
fachste Fall der Gleichnngeu mit zwei Gliedern war allerdings 
leicht aufgelöst worden; denn bei demselben Ist die Natur der 
Wurzeln klar, nnd man hat auch keine Kegel zur Bestimmung 
der Grenzen niithig. Setzt man aber eine beliebige Zahl von 
Gliedern und Coefticieuteu voraus, so erfordern die Unterschei- 
dni^ der reellen von den imaginären Wurzeln und die Anf- 
Bnchung zweier Grenzen für jede reelle Wurzel eine sehr tief- 
gehende l'rnfung ; diese Fragen haben wir in unserem ersten 
Bache bebandelt. 

Die Berechnui^ der numeriacben Wurzeln beruht, wie wir 
in den Artikeln SVl und XVII sahen, auf der Vergicieliang 
von zwei Grenzen; diese rücken immer näher unil näher, 
zwischen ihnen ist die Wurzel nothwendig gelegen. Streng 
genommen, genSgen die bewiesenen Sätze für die Bxactheit der 
Beclmang; aber es ist sehr wichtig, dieser Methode einen 
nenen Grad von Vollendung zu geben, nm hierdurch ihre Ver- 
wendbarkeit für den Gebrauch einfacher zn gestalten. Allge- 
rnflis darf man diese L'ntersuchong nicht eher als abgcschlüsBen 
betrachten, als bis es gelungen ist, die Operation einzig und 
alleiii snf Rechnougen, deren AnsfQhniug unumgänglich nolli- 
wen£g ist, znrUckzu fahren. Es handelt sich nicht allein mit 
Sicherheit zur Kenntnieg der Wurzeln zu gelangen, sondern 
man mnas auch der Methode die ganze ErnfjKlibeit geben, die 
sie znlSsst, ohne dabei ihre Allgemeinheit za verlieren. Zar 
Erreichnng dieses Zieles mflaseu wir drei venchieileoe Fragen, 
deren GegensUnd wir jetzt kennen lernen wollen, beantw«rt«ii. 
Die erste ist rein algebraisch; [187' nie beHfeht darin, die 
Operation, welche eine Zahl durch eine «adv.t« tn tlK^^x*.« 

W 
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ätmunün^l 



Kam Zweck hat, so anzuordnen, dass man bei der Bestimmi 
Abb Qnotienten nur jede Ziffer des DiviäOrs diinn mitwirken 
Iftsst, wenn die Heranziehung dieaer Ziffer des Divisors nöthig 
geworden ist, damit bezüglich der Ziffer , welche man beim 
Quotienten hinschreibt, keioe Unsicherheit eintritt. Die zweite 
Frage bezweckt, die aufeinanderfolgenden Subatitutionen, welche 
bei der Berechnung der Wurzeln nöthig werden, derartig ans- 
ziiführen, dass dabei kein Theil der Operation wiederholt wird 
nnd man zu den vo ran fgeh enden Operationen nur das dem 
neuen Theil der Wnrzel entsprechende Reanltat hinzufügt. 

Die dritte Frage hat die Bestimmung des esacten Maasaes 
der (Konvergenz der Annäherung zum Gegenstände; hierdnreli 
findet man ohne ii^end welche ITnaicherheit, wieviel Ziffern, 
welche als Theile der Wnrzel beibehalten werden sollen, durch 
jede numerische Division gegeben werden. 

XX. Bei der Prüfung der ersten Frage erkennt man zn- 
nächst, dass die gewöhnliche Regel für die Division der Zahlen 
zu überflüsaigen Rechnungen führt. Zur Bestimmung der Gren- 
zen mnaa man Werthe von Quotienten wie -Jj-{^ berechnen; 

der Nenner f'{a) , welcher durch die Substitution dea schon 
bekannten Theiles a in die Function f'{x) erhalten wird, kann 
mehrere Decimalziffern enthalten : ist die Operation schon sehr 
weit vorgeschritten, so enthält er thatsSchüch eine grosae An- 
zahl von Ziffern. Die letzten dieser Ziffern des Divisors, 
welchs rechts stehen, tragen nicht zur Bildung der ersten 

Ziffern des Quotienten ^?tj-{ bei; es handelt sich mn die Keunt- 

niss dieaer ersten Ziffern. Man mnss daher nnr diejenigen 
Ziffern des Divisors, von deren Verwendung man bei der Be- 



ie Rechnung einführen, 
Artis analyticae praxis<, 
)n der Zahlen eine Beget 
an eh einen analogen Pro- 
achen Diviaion, wenn man 



rechnung nicht absehen kann, in di 
Der Verfasser des Werkes » 
Oughtred^''), hat für die Mnltiplicati 
dieser Art hinterlassen: man kennt 
cesa zur Vereinfachung der nnmeri 
eine gewisse Anzahl von Ziffern des Quotienten kennen lernen 
will. Hier mtisaeu wir aber einer anderen Bedingung genügen; 
dieselbe besteht darin, die Ziffern dea Divisors nur der Reihe 
nach heranzuziehen, damit wir die Operation auch nach Will- 
kür fortsetzen können ; [188] besonders muaa man mit Sicher- 
heit entscheiden, ob die im Quotienten hingeschriebene 
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exact ist. Es soll jetzt die Hegel, welche man in allen Fällen 
hei der Äusfühmng dieser geordneten Division verwenden 
mnss, folgen. 

Zuerst bezeichne man im Divisor nur einige der ersten , 
Ziffern, z. B. die zwei oder die drei oder die vier ersten; 
denjenigen Divisor, welcher so aus den bezeichneten Ziffei-n 
gebildet ist, bezeichnen wir als designirten Divisor. Man 
dividire dann den vorgelegten Dividendua durch den desig- 
nirten Divisor, uud zwar ftlhre man diese Operation nach 
einer Regel, die nur in einem Pnnkte von der gewöhnlichen 
Regel differirt, aus. Diese Differenz besteht in Folgendem: 
jedesmal, wenn man eine Ziffer des Dividendus zu dem durch 
eine vorangehende Operation gegebenen Best hinnnternimmt 
and auf diese Art einen Pajrtialdividendns bildet, muss man 
diesen letzten Dividendus dadurch corrigiren, dass man eine 
gewisse Grösse snbtrahirt; so erhält man einen corrigirten 
Partialdividendus. Dann sucht man, wieviel mal dieser 
letzte Dividendus den designirten Divisor enthält uud sehreibt 
die Ziffer, welche diese Anzahl ausdrückt, beim Quotienten 
hin. Hierauf multiplicirt man den designirten Divisor mit der 
beim Quotienten hingeschriebenen Ziffer und zieht das Product 
Ton dem corrigirten Partialdividendus ab. Zu dem Reste 
nimmt man eine neue Ziffer des Dividendus heninter uud setzt 
die Operation nach derselben Regel weiter fort. 

Um die au einem Partialdividendus auszuftlhrende Cor- 
rectnr zu finden, d. h. die abzuziehende Grösse zu bestimmen, 
mnas mau alle beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern mit 
fflner gleichen Zahl m von Ziffern, die hinter dem designirten 
Divisor genommen werden, vergleichen. Die m Ziffern des 
Quotienten denke mau in umgekehrter Reihenfolge ge- 
schrieben und unter die m Ziffern, welche hinter dem desig- 
nirten Divisor genommen werden, gesetzt. Mau multiplieire 
dann jede dieser Ziffern mit der unter ihr stehenden und ad- 
dire diese vi Producte; hierdurch erkennt man die vom Partial- 
^videndus zu subti-ahirende Grösse und führt die Correc- 
tnr aus. 

Jedesmal, wenn man bei Befolgung dieser Eegel eine Ziffer 
des Dividendus zu einem dni'ch die voraufgehende Operation 
gegebenen Rest heruntemebmen muss, prüft man, ob dieser 
Beat die Summe der schon beim Quotienten hingeschriebenen 
Ziffern übersteigt oder wenigstens ihr gleich wird; 1189] diese 
Ziffern sind dabei so zusammenzuaddiren, als wenn ai« &v&«.t 
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aumdrllcken. Tritt diese Bedingung ein, so ist man sicher, dasa 
die im Qnotienten vorher hingcachriebene Ziffer exact ist**). 

XXL Hat man znr Bildung dea designirten Divisors nur 
eine oder zwei oder allgemein eine recht kleine Anzahl von 
"Ziffera bezeicLnet, so wird die oben angegebene Bedingnng 
nicht stets eintreten müssen; d. h. der Rest einer voranf- 
gehenden Operation wird nnter Umständen kleiner als die 
Summe der schon beim Qnotienton hingeschlichenen Ziffern 
sein können ; dann wird die letzte dieser Ziffern noch unsicher 
sein, und dies zeigt an, dasa man zur Bildung des designiiten 
Divisors keine genügend grosse Anzahl von Ziffern genommen 
hat. In diesem Falle wird man zunächst mit der Anwendung 
der voranfgebendeu Kegel fortfahren; man wird nämlich eine 
Ziffer des Dividendna herunternehmen nud die vorgeschriebeue 
Correctur ausflthren. Kann dieselbe nicht mehr ansgefBhrt 
werden, ao achlieast man, dasa die im Quotienten hingeachrie- 
hene Ziffer zn gross ist; man muss sie daher um eine Einheit 
vermindern''^). Kann aber die Correctur ausgeführt werden"*), 
ao nimmt man zu dem Resultat, das hei dieser letzten Snb- 
traction erhalten wird, eine nene Ziffer des Dividendus her- 
unter; dies ergiebt einen neuen Partialdi videndus. Gleichzeitig 
bezeichne man eine Ziffer weiter bei dem schon designirten 
Divisor; dies ergiebt einen neuen designirten Diviaor. Hach 
der angegebenen Regel geht man dann zur CoiTectur des 
neuen Partialdi videndus über, d. h. man vergleicht die m 
schon beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern mit einer 
gleichen Anzahl von m Ziffern, welche hinter dem neuen de- 
signirten Divisor genommen werden. Hat man mittelst (lieaer 
Correctur den neuen Partialdividendua gebildet, so setzt m&n 
die Anwendung der gegen wäiügen Regel fort, indem man da- 
bei von dem neuen designirten Divisor Gebrauch macht. Mmi 
krtnnte dann anch auf den ersten designirten Divisor znrflck- 
gehen ; allgemein kann man im Verlauf der Operation die An- 
zahl der Ziffern, die beim Diviaor deaiguirt sind, willkürlioli 
vermehren oder vermindern; es genügt dann gleichzeitig die 
Anzahl der Correctnren zu vermehren oder zn vermindern; 
diese Einzelheiten bieten aich von selbst dar. 

In der Praxis wird man erkennen, wie ungemein leicht 
die von uns beschriebene Operation, wenn sie ordnungsgemäes 
ansgefllhrt-wird, ist. Das Resultat jeder Correctur kann man 
bloss aus dem Anblick der Zahlen bilden. 1 190] Sehreibt 
man nämlich die m Ziffern des Quotienten in umgek^irtor 
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Reihenfolge auf ein separates Blatt und bringt sie mit den 
rechter Hand von dem designirten Divisor stehenden m Ziffern 
derartig in Verbindung, dass jeder Ziffer eine entspricht, so 
ist es leicht, die Summe der Producte der entsprechenden 
Ziffern zu addiren, ohne dass man diese Partialproducte hin- ' 
zuschreiben braucht. Es genügt allein, die Ziffern der Einer 
dieser Producte zusammenzuzählen, indem man von rechts nach 
links rechnet; dann addirt man, nach rechts zurückgehend, 
nur diejenigen Ziffern dieser Producte, welche die Zehner aus- 
drücken. 

Diese Bemerkung führt zu einem bemerkenswerthen Schluss, 
nämlich, aus welcher Anzahl von Ziffern auch immer die Fac- 
toren gebildet sind, so kann man doch stets die Multiplication 
der zwei vorgelegten Factoren nur nach dem Anschauen aus- 
führen. Lauten z. B. die vorgelegten Factoren 234567 und 
8909876 und schreibt man dieselben auf zwei separate Blätter, 
so kann man aus dem blossen Anblick dieser zwei Zahlen die 
Ziffern ihres Productes 2089962883692 der Reihe nach dik- 
tiren; dabei braucht man keines dieser Partialproducte, wie es 
die gewöhnliche Regel erfordert, hinzuschreiben. ^^) 

Das Artikel XX beschriebene Verfahren der geordneten 
Division lässt die exacten Ziffern des Quotienten mit Sicher- 
heit erkennen; man wendet nur dann neue Ziffern des Divi- 
sors an, wenn ihre Einführung nöthig wird, um neue Theile 
des Quotienten zu finden. Diese Regel hat den Vortheil, allen 
überflüssigen Rechnungen vorzubeugen und besonders so weit 
fortgesetzt werden zu können, als es nöthig ist, bis man die 
Anzahl der exacten Ziffern, welche man erhalten will, gefunden 
hat. Von diesem Verfahren soll man jedesmal Gebrauch 
machen, wenn der Divisor eine grosse Anzahl von Ziffern 
enthält und es sich nur um die Bestimmung einiger der ersten 
Ziffern des Quotienten handelt. 

Wir könnten für die Regel der geordneten Division sehr 
nützliche Anwendungen vorführen; aber unser Hauptzweck ist 
hier, die Berechnung der Wurzeln der numerischen Gleichungen 
zu vervollständigen. Ich werde mich hier auch nicht mit dem 
Beweise dieser Regel befassen; es ist leicht, denselben zu er- 
gänzen. Er besteht darin, die Ordnung der verschiedenen 
Producte mit Sorgfalt zu betrachten. Der Zweck jeder Cor- 
rectur ist dabei, vom Dividendus die Summe der Producte, 
deren Ordnung dieselbe ist wie diejenige der Ziffer des Divi- 
dendus, welche soeben heruntergenommen wurde, abzuziehen. 



184 

[191] 




ErateB Beispiel. 
Erster Parti aldividenduB 12;i4; deeignitter DiTiBor 334. 
234ö'6'7'8'9'8'7'65 

Ö26 315(8i9 

645' (64 > 5; die Ziffer 5 ist gut' 
25 = 5 - ö 



'2. corrig, Partialdiv. 620 

468 

1526' (152 > 5 -( 



4 



4. corrig, Partialdiv, 



5, conig. Partialdiv. 



6. corrig. Partialdiv id. 



7. corrig. Partialdivid. 1880 



UlWil49>5 + 2 + 6 + 3 + l; die Ziffer 1 
ist gut' 
12(; = 5.9 + 2.8 + 6-7 + 3.(i + l-ö 



13 > 5 + 2 + 6 + 3 + 1 + 5; die 
Ziffer ö ist fpit) 
= 5. 8+2. a + 6. 8+3 -7 + 1 -6+6-6 



B. corrig. Partialdivid. 



1872 

87'(8<5 + 2 + ä + 3 + l + .5 + 8;diB 

Ziffer 8 ist anBichai. 
206 (die Correctnr kann nicht aoBgefllhn 
werden; 8iBt zu groas =5.7 +2 -8 
+ 6. 9+3. 8 + 1-7 +5. 6 + 8- 5. 
16.38 (an die Stelle von 8 ist im Quotienten 
7 geschrieben) 
2427' (242>5 + 2 + G + 3 + l + 5+7; 

die Ziffer 7 ist gut] 
201=5.7 + 2-8 + 6-9 + 3-8 + l-7 

+5-6 + 7-5 

2226 
210« 
120 (120>5 + 2 + 6+3 + l + 5+7 
+ 9; die Ziffer 9 htgntl- 



iBt gnii- 
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[192] Zweites Beispiel. 

Erster Partialdividendus 24; designirter Divisor 9. 









24 6'8'3'5'7'9'24 


9 7'5'3'8'6'4'579 








18 




253064... . 








66' ( 
14 = 


6>2; die Ziflfer 2 ist gut, 
= 27 


2. 


. corr. 


. Partialdivid. 


52 
45 












78' 
45 


(7 = 2 + 5; 
— 2.5 + 5- 


die Ziffer 5 ist gut) 

7 


3. 


corr. 


Partialdivid. 


. 33 

27 







63' (6 < 2 + 5 + 3; die Ziffer 3 ist unsicher) 
52 = 2.3 + 5.5 + 3.7 



Neuer Partialdivid. 115' (da die Gorrectur ausgeführt werden kann, 

ist die Ziffer 3 gut; man nimmt sofort die 
folgende Ziffer 5 des Dividendus hinab 
und verwendet 97 als neuen designirten 
Divisor) 
46 = 2.8 + 5.3 + 3.5 

Neuer corr. Partialdiv. 69 

__0 

697' 
61 = 2 ■ 6 + 5 ■ 8 + 3 . 3 + . 5 

2. neuer corr. Partialdiv. 636 

582 

549' :54>2 + 5 + 3 + + 6; die Ziffer 6 

ist gut) 
92 = 24 + 5-6 + 3. 8 + 0.3 + 6. 5 

3. neuer corr. Partialdiv. 457 

388 

69(69>2+5 + 3 + + 6 + 4; dieZiffer4 

ist gut). 

[193] XXII. Die soeben für die Division der Zahlen vor- 
gelegte Regel löst auch die Gleichung zweiten Grades ^^j- gje 
lässt sich auch allgemein auf die Entwicklung der Wurzel 
irgend einer Gleichung anwenden. Wir werden nur diesen 
Process der Rechnung angeben. 

Legt man die Gleichung zweiten Grades: 

a:*+765432jr = 123456 
vor, so kann man sie in der Form: 
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_ 123456 
■^ ~~ 765432 '4- r 
schreiben. Man dividire daan 123456 durch 76ä432 nach 
der Begel des Artikels XX: dabei kann man 765 als desig- 
nirten Divisor nehmen. Die erste Ziffer 1 des Quotienten 
drückt die Zehntel ans ; dann findet man 6, so dass der Werth 
ilieaeä Qnotienlen x gleich O.IG . . ist. Um den Nenner zu bilden, 
mnss man aber znr Zahl 765432 den Quotienten x oder 0,16 . . 
hinzufügen. Man aclireibt daher die Ziffern 16 hinter den 
Divisor 765432 nnd setzt die Division fort. Jede der beim 
ItivisoT gefundenen neuen Ziffern wird au die Stelle, welche 
sie einnehmen mnss, geschrieben und wird im Terlaufe der 
(Jperation, wie die Regel es erfordert, angewandt. Die Wurzel 
der Gleichnng zweiten Grades ist, wie man sieht, der Quotient 
einer Division, deren Divisor variabel ist. Da die Regel des 
Artikels XX die Ziffern des Divisors nnr der Reihe nach ver- 
wendet, so ist ea nicht nüthig, sie alle beim Anfang der Ope- 
ration zu kennen; es genfigt, dieselben der Reihe nach anf- 
zuUnden nnd jedesmal hinter dem Divisor die Ziffer, welche 
man beim Quotienten soeben gefnnden hat, hiiiznschreiben. 
Von der gewöhnlichen Regel bann man diesen Gebrauch nicht 
machen, denn sie setzt schon beim Beginn der Operation alle 
Ziffern des Divisors als bekannt voraus. 

Wir geben hier das Detail der Rechnung als drittes Bei- 
spiel für die geordnete Division. 
[194] 1234 ö'ß'.O'O'O'O'Ü' .... 765 4'3'2',1'6'1'2'. .... 

''öö 0.161289-27 

4695' 
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7160' O'O' 
52 

7108 
6885 

2230' 
102 

2128 
1530 

5980' 
67 

5913 
5355 

"o58 

XXITT. Im voraufgehenden Beispiel ist der variable Divisor 
aus einer constanten Zahl, zu der man den Quotienten zu- 
addirt, gebildet. Dieser variable Theil könnte auch das 
Quadrat des Quotienten oder dieses Quadrat, dividirt durch 
eine gewisse Zahl, oder eine kleine Grösse, die gleich einer 
gewissen Function des Quotienten ist, sein. Es genügt zu- 
nächst, die ersten exacten Ziffern des Quotienten zu kennen; 
[195] dann bildet man successiv den variabeln Theil, welcher 
hinter den Divisor geschrieben werden muss. Hieraus folgt: 
die neuen Ziffern des Divisors sind bekannt, wenn ihre Ein- 
führung in die Rechnung, um die durch die Regel angegebenen 
Correctionen auszuführen, nöthig wird. So gelangt man zu 
dem Ausdruck der Wurzeln von Gleichungen irgend welchen 
Grades oder sogar auch derjenigen Gleichungen, die man trans- 
cendent genannt hat. Wie allgemein diese exegetische Methode 
auch ist, so verweilen wir doch nicht bei ihr; denn die Regeln, 
deren wir uns zur Berechnung der Wurzeln bedienen, sind 
rascher und leichter anwendbar. Diese Anwendung der ge- 
ordneten Division setzt voraus, dass die Gleichung passend 
präparirt sei. In Wahrheit reduciren sich diese und die im 
Verlaufe der Operation nöthig werdenden Transformationen 
immer darauf, den Werth der Wurzel um eine sehr ange- 
näherte Grösse zu vermindern; hierzu gelangt man leicht ver- 
möge der in diesem Werke gegebenen Regeln. Denn kennt 
man zwei sehr nahe Grenzen, so ist es sehr einfach, die ersten 
Operationen fortzusetzen, indem man eine gleichmässige Me- 
thode befolgt, um successiv alle Theile der Wurzeln zu finden. 
Wir haben uns in den voraufgehenden Artikeln nur vorge- 
nommen, besondere Anwendungen der neuen Regel, welche 
wir für die numerische Division gegeben haben, vorzuführen. 
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In dieser Absiebt fagen wir da» folgeodi 
Die vorgelegte Gleichung sei : 

x" + 345,': = 1 
man schi'eibt sie in der Form: 



m 

!e Beispiel bei. ■ 



34B+.r* 
Man dividirt daher 12 dnrch 345 nach der 
neten Division und aclireibt dann hinter dem Divisor successiv 
die Ziffern, welche ihn vervollständigen mllssen. Man muss 
bemerken, das9 diese Ziffern im Anfang' der Operation nicht 
bekannt sind; aber man findet sie ancceasiv, indem man den 
Werth des Quotienten ins yiiadrat erhebt; man geht hierbei, 
wie folgt, vor. 

[^196J Kennt man einige der ersten Ziffern des Quotienten, 
so bestimme man die ersten Ziffern des Quadrates des Quo- 
tienten, indem man bei diesem Werthe des Quadrates nur die 
Ziffern, welche mit Sicherheit bekannt sind, beibehält; dies 
sind die esaeten Ziffern, welche suecessiv bei dem Divisor 
zugeschrieben werden müssen. So erhält man die Wnrzel der 
Glelchuug: 

x^ -\- dibx = 12, nämlich x = 0,034782486 .... 

Diese Rechnungen sind in den folgenden Tabellen du- 



12,O'O'0'O'O'O'(fCKO' 


345,0'0'1'2'0'9'8' .... 


103 ö 


0.034783486 


"1660' 
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1380 




-my 
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2415 
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3847 




3760 
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ITOO'O'O' 
15 

1685 
1380 

30Ö0' 
49 

3001 
2760 

2410' 

78 

2332 
2070 

262 



[197] 34 

34 

136 
102 



0,001156 = (0,034)2. 
68 
1 



0,001225 = (0,035)2; also aß = 0,001 ... gut. 

1156 
238 
238 
49 



0,00120409 = (0,0347)2. 
694 
1 

'ö;0012ii()4 = (0,0348)2; also «2= 0,0012 ... gut. 

120409 
2776 
2776 
64 



0,0012096484 = (0,3478)2. 
6956 
1 



0,0012103441 = (0,03479)2. 

12096484 
6956 
6956 
4 



0,001209787524 = (0,034782)2. 
69564 
1 



0,001209857089 = (0,034783)2; also a^ = 0,001209 . . . gut. 



Ö,0012ÜB8223Ü625 = (0,0347825,2 ; ^-[^o x^ = 0,001 S098 ... gut 

[1981 XXIV. Im Artikel XIX haben wir diejenigen Fragen 
angegeben, welche man lösen mnss, um die Bereehnung der 
Wurzeln auf die einfachsten Procease zu rednciien, so daaä 
man auf keinem kürzeren Wege zur wirklichen Berechnung 
der Werthe dieser Wurzeln gelangen kann. Die erste dieser 
Fragen ist reiu arithmetisch : sie ist bereits durch die Regel 
der geordneten Division gelöst. Die zweite Frage, deren Lö- 
sung sehr leicht ist, besteht darin, die Berechnung der sncces- 
siven Substitutionen derartig anzuordnen, daas keine Qber- 
flüBsige Operation auftritt. Die dritte Frage verlangt, mit 
Sicherheit die Anzahl der exacten Ziffern, welche eine jede 
neue Operation ergiebt, zu 'bestimmen. Wir werden jetzt 
zeigen, wie die Rechnung geordnet werden musa, um diesen 
Bedingungen Genüge zu leisten. 

Zuerst setzen wir voraus, dass man in die linke Seite f{x) 
der vorgelegten Gleichung einen Näherungswerth li der Wnrjsel 
X eingesetzt und die numerischen Werthe der Functionen /"{i), 
f'{l>)i f'H ■ ■ ■, A'"~'^[ft) bestimmt hat. Dividirt man f{b] 
durch f'{b), so findet man einen neuen Theil ß der Wurzel; 
um die Annäherung fortzusetzeu, muss man b -\- ß in die 
Functionen f{x}, f'{x), f"{x), . . ., f'^'^^'>(x} einsetzen. Die 
Rechnung wäre offenbar schlecht angeordnet, wenn man die 
ganze Grösse b -\- ß einsetzte, denn ea würde dann nutzlos 
ein grosser Theil der voraufgehenden Operationen wiederholt 
werden; man muss sich daher allein auf diejenigen Rech- 
nungen beschränken, die unvenueidlich sind, um zu den be- 
reits gefundenen Resultaten die Theüe hinzuzufügen , welche 
aus der Addition des Gliedes ß herrühren. Hat man nur eine 
sehr beschi'änkte Annäherung im Auge, so kann man diese 
Reduction vernachlässigen; will mau aber eine sehr grosse 
Anzahl von Ziffern der Wurzel bestimmen, so erkennt man, 
wie sehr eine andere Form der Rechnung vorzuziehen ist 
Aus den Elementen der algebraischen Rechnung ist es leicht 
zu schliesaen, dasa, um 6 -|- (^ in ^ie Functionen ([s), f'[x), 
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L f'i^:}, f"'{x), ■ ■ ■ einzusetzen, folgende Regel zu beobachten ist: 
Han schreibe die schon bekannten Werthe f{b}, f'{b], f'[i}, 
. . ., f^"*~'^{b}, f^"''^ll)) in eine erste Keilie, setze den Bruch /:( 
unter jede der Functionen, weiche der ersten f{l)] folgen, und 
nmltiplicire diese Functionen mit diesem gemeinsamen Factor 
ß; dies ergiebt die Glieder einer zweiten Iteibe. 

[199] Man schreibe ferner den Factor [1 unter jedes der 
Glieder dieser zweiten Reihe, welche rechts vom ei-sten Gliede 
diesem folgen; nmltiplicire mit dem gemeinsamen Factor fi 
und dividire jedes Product durch 2; dies ei-giebt die Glieder 
einer dritleu Reihe. 

Man schreibe alsdann ß unter alle Glieder, welche in der 
dritten Reihe rechts vom eraten GLiede diesem folgen, multipU- 
cire mit dem Factor ß und dividire dnroh 3. 

Anf diese Art fahre man fort, alle Glieder jeder Reihe — 
ausgenommen das erste links — mit ß zu mnltipliciren, und 
dividire alle Producte dnrch den Indes, welcher den Rang 
dieser Reihe angiebt. 

Nach diesen Operationen addire man alle ersten Glieder 
der verschiedenen Reihen tür sich zusammen, man findet so 
f{b + ß). Hierauf addire man alle zweiten Glieder der ver- 
schiedenen Reihen zusammen; die Summe Ist f" (h -i- ß). Dann 
fuhrt man fort, die Summe aller dritten, aller vierten Glieder 
der verschiedenen Reihen zu bilden, dies ergiebt f"{b + ß], 
f"'{b + ß]', auf diese Art geht man weiter, bis man die 
unmerischen Werthe aller Fuaetionen f{b + ß), f'\b-\~ß), 
f"[b -i- ß), . . . kennt. Hat man diese numerischen Werthe 
gebildet, so findet man einen neuen Theil y der Wurzel, in- 
dem man f{b + ß) durch f'[li -\- ß] dividirt. Es bleibt noch 
zu bestimmen, wieviel exacte Ziffern diese Division ergeben 
muss, d. h. wieviel Deeimalatellen sicher der Wurzel ange- 
hören, weil sie zwei der Grenzen, deren Eigenthümlichkeiten 
in den Artikeln XVI nnd XVII dargelegt wurden, gemein- 
aam sind. 

XXV. Nachdem man eine der Grenzen, z, B. die aus Neir- 
ton'a Annäherung resultirende, berechnet hat, könnte man die 
zweite Grenze, welche wir dieser ersten beizufügen voi^e- 
Bchlagen haben und welche thatsäohlieh zur Definition der 
Annäherung nöthig ist, berechnen. Ist diese zweite Berech- 
nung ausgeführt, so würde man nur die den zwei Grenzen 
gemeinsamen Ziffera als exact beibehalten und den Bmch ;' 
finden, welcher zu ß hinzugefügt werden soll. Auf di«&% t^sS. 
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aber würde man einen grossen Theil der voraüI_ 
numerischen Keclinung wiederholen; es gelingt, diese Operation 
anf ihre einfachste Form znrllckznfllhren, indem man nnr die 
Differenz zwischen der zweiten und ersten Grenze betrachtet. 
[200] Thataächlich wurde ja im Artikel IX bewiesen, daae, 
wenn die erste Grenze bekannt ist, die zweite Grenze sofort 
gefanden werden kann. 

Mit a nnd b bezeichnen wir zwei erste Näher ungsw erthe ; 
(t aei kleiner, h grösser als die Wurzel. Diese Wei-the sollen 
nach Voraussetzung derartig sein, dass die vorgelegt Glei- 
chung f[x] ^ zwischen den Grenzen a und h eine einzige 
Wurzel, die drei abgeleiteten Gleichungen f'(x) = 0, f"{x) ^ 
und f"'(x) ^ zwischen denselben Grenzen keine Wurzel 
besitzen "ä). Mau erkennt, dass die zwei Zahlen a und b diese 
Bedingung ei-ftlllen, falls man beim Vergleich der zwei Vor- 
zeichenreihen \a] und [b) findet, dass die den Functionen f'[xi, 
f"(x) und f"'[x\ entäpre eben den Indices Null sind; d. h. falls 
die Reihe der Indices mit 0, 0, 0, 1 acbliesst. Waren die 
jeder der Fnnctionen f [x\, f"[x], /"'"(j") entsprechendeu In- 
dices nicht gleich Null, so mllaste das Intervall der zwei 
Zahlen dni-cb Einsetzung von Zwischenzahlen verengert wer- 
den; man gelangt bald dazu, zwei Grenzen a und h zu finden, 
durch welche die fragliche Bedingung erföHt wird. Wir be- 
trachten hier nicht die in Artikel XIV besprochenen beson- 
deren Fälle, in denen eine der Functionen f'lx), f"{x], f"'{x) 
mit der vorgelegten Function einen gemeinsamen Factor haben 
würde. 

Dies vorausgesetzt, wähle man von den zwei Grenzen a 
nnd b diejenige ans, welche, in die Functionen f{x) nnd /""(x) 
gesetzt, zwei Resultate von gleichem Vorzeichen ergiebt. Wie 
im Ai-tikel XVI bezeichnen wir mit (i die Grenze, um die es 
sich handelt; wir nannten diese Grenze Süssere Grenze, sie 
entspricht dem Punkte der Curve, durch welchen die Tan- 
gente gezogen werden muss; a stellt die andere, die innere 
(.irenze dar. Wie in Artikel XVI gezeigt ist, leitet man ans 
diesen ersten Werthen ß und a neue bessere NäheruEgawerthe ß^ 
und tt' ah, zwischen denen auch die Wurzel liegt; sie lauten: 

201] Bezeichnet man ferner mit i die DiEFerenz ß — a der 
zwei ersten Grenzen nnd mit i" die Differenz ß' -^ c 
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neoen, besser angenäherten Grenzen, so wird die Differenz i' 
viel kleiner als i nnd zwischen diesen zwei Grössen besteht 
(Artikel IX) die Relation: 

,^.,r>"-,<i 

f"[a---ß\ stellt den Wertb dar, welchen /"'(ic} annimmt, wenn 
man x eilten gewissen Werth zwischen den bekannten Zahlen 
a und ß beilegt. Wäre die Difi'erenz i nnendlich klein, so 
würde die Differenz i' unendlich klein zweiter Ordnung; das 
Verhältniss der Grösse i zum Quadrat von i ist eine end- 
liche Grösse, die man bestimmen kann. Da in der Tbat die 
Grenzen a und ß schliesslich alle beide gleich der Abscisse 
des Schnittpunktes, d, h. gleich der Wurzel x, werden, so 
wird der Ansdmck des Verhältnisses, um das es sich handelt: 

m_ 
■if'i,] ' 

Je näher man die Grenzen « und ß gebracht hat, desto 
mehr nähert sich das Verhältniss der Differenz i' der zwei 
Denen Grenzen a' nnd ß' zu dem Quadrat der Differenz ( der 

/"V) 

Bwei ersten Grenzen « nnd ß dem Werthe , , so dass 

ij [x) 
das angegebene Verhältniss so wenig, wie man wll, von dieser 
Grösse verschieden gemacht werden kann. 
fix] 
Der Werth der Grösse vj-ry, d. h. des äussersten Verhält- 
nisses der zwei neuen Grenzen zu dem Quadrat der Differenz 
der voraufgehenden Grenzen, kann nicht exact bestimmt wer- 
den; denn er hängt von der unbekannten Wurzel a: ab; aber 

der Ausdruck tt^.-.-tt-^ stiebt ein leichtes Mittel, die Grenzen 

■2 riß) ^ 

zn erkennen, zwischen welchen dieses äusaerste Verhältniss 
gelegen ist. Da man vorausgesetzt hat, dass die Gleichung 
f"'{.r] = zwischen den Grenzen a nnd ß keine Wurzel 
habe, so wird die Function f"[j-) im Intervall dieser Gren- 
zen entweder beständig wachsen oder beständig abnehmen. 
Ebenso verhält es sich mit der Function f'{j)\ denn die Glei- 
chong /'"(j;) = hat zwischen u nnd ß auch keine Wurzel. 
[20Sj Bezeichnet man daher mit f"[R] die grösste der zwei 
Grössen f"(a] und f'[ß], abgesehen vom Vorzeichen, nnd to.**. 

Oflwaia-B Klassiltflr. 117. \?i 



f'[a) die kleinste der Uröaflen /"(«',■ und {"(ß), abgeaeheu vom 
Vorzeichen, so wird der Quotient: 

rm 



2f{^) ■ 



it, einen ■ 



r 



Eoth wendig 

tient immer grösser als , ^ -r — sein, ganz gleichgültig, wie 

die mit a - ■ ■ // bezeichnete Grösse, die immer zwischen a und 
fi liegt, beschaffen sein mag. 

Ans dem Vorstehenden erhellt, dass, wenn man vermöge 
der Nähern DgBwerthe a und ß, deren Differenz i i 
beaaeren Näberuugswerth 

' ' riß) 

gebildet liat und ku diesem letzten WertL das Glied: 

_., riB) 

hinzufügt, man eine Orösse hinzugefügt hat, die, wenn man vom 
Vorzeichen absiebt, grösser als die Differenz der neuen Grenzen a' 
und li" iat. Folglich ist man sicher, daas die gesuchte Wurzel 
zwischen den GreBsen: 

'^ rw 

und 

i _ '■'f 1 _ ;. HB) 

liegt; i bezeichnet die Differenz fi — a. Mit B wurde die- 
jenige der Grössen a und ß bezeichnet, welche bei der Ein- 
setzung an Stelle von x der Function f"{x], abgesehen vom 
Voraeichen, den grösaten Werth giebt; mit a bezeichnen wir 
den Wertli von u und fi, welcher der Function /"(x), abge- 
sehen vom Vorzeichen, den kleinsten Werth ertheilt. 

[2031 XXVI. Um ans dem ersten Nähern ngswerthe (t\ 
welcher der Abacisse dfi' (Fig. 14) entapriebt, einen zweiten 
Näh er nnga werth abzuleiten, so dass die Wurzel nothwendig 
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zwischen diesen zwei Werthen lie^, könnte man an Stelle der 
zweiten Grenze a', welche der Abscisse Oa entspricht, die 
Grenze Oä, welche durch den Schnittpunkt der Secante wn 
mit der Axe gegeben wird, betrachten. Die Abscisse Oa: des 
Schnittpunktes der Curve liegt sicher zwischen den Abscissen 
Os und 0^:?'; da diese neuen Grenzen weniger entfernt sind 
als die Grenzen Oa' und 0/5?', so würde dieses Verfahren den 




Fig. 14. 



Vortheil haben, den Werth der Wui-zel rascher angenähert be- 
rechnen zu lassen. 

Die Differenz fi's zwischen dem ersten Näherungswerth und 
der Abscisse des Schnittpunktes der Secante findet man durch 
Theilung des Intervalles a'^i?' (welches oben mit /' bezeichnet 
wurde) in zwei den Ordinaten ?iß und via proportionale Theile. 
Diese Ordinaten sind ihrer Grösse nach durch f{fi) und — /'(t<; 
bestimmt; der erste Theil ß's ist daher gleich: 

■, n«-v) m 
■^fV) ' m-m ' 

Da dieser Ausdruck, wenn man vom Vorzeichen absieht, 
kleiner als 



... r(B) 



m 



2/-» m-f[o^] 

ist, so schliesst man, dass die Wurzel sicherlich zwischen den 
zwei Grössen: 



und 



^ riß) 



m ,, f"{B) 



m 



^ f'iß] ' -ifia) m-f[u) 
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liegt. Obgleich aber diese neuen Grenzen den Vortheil einer 
rascheren Annäherung bieten , iat der Gebrauch der voranf- 
gehenden Grenzen leichter, und es iat vortheilhaft, sich ihrer 
bei der Berechnung der Wui^zeln zu bedienen. Es bleibt noch 
zn zeigen übrig, wie man mittelst der Kenntniaa der zweiten 

- — '"* . die Eechnnng so anordnen kann, 

dass man nur esacte Ziffern, d. h. Ziffern, welche dem wahren 
Werthe der Wurzel angehören, verwendet. 

[2041 XXVII. Ist die Differenz i der zwei ersten Nähe- 
rungs werthe a und (i eine Decimaleinheit einer genügend 
hohen Ordnung, so ist die Differenz i" der neuen Näherunga- 
werthe a und ß' im allgemeinen eine Decimaleinheit einer 
viel höheren tlrdnnng. Uebertrifft z. B. der Werth des Coeffi- 

cienten - nicht die Einheit, ao ist die Differenz i' kleiner 

als das Quadrat der voranfgehenden Differenz i. Hieraus 
Bchliesst man, dass, wenn die letzte Decinialziffer des Nfihe- 
mngawerthes ß von der Ordnung n ist und man einen bea- 
seren Nähe rnngs werth ß' bildet, indem man zu ß den Quo- 
tienten — ----- hinzuaddirt, man die Exactheit aller Decimal- 

Ziffern des Resultates, welche der Decimulziffer der Ordnung 
2i( vorauagehen, sicher verbürgen kann. In der Tbat, der 

Werth ß — ; , welcher grösser als die WutkcI ist, würde 

liPl 
kleiner als diese, wenn man i* oder eine Decimaleinheit 
der Ordnung 2ii subtrahirt. Berechnet man den Quotienten 

— ,,, ., , 30 kann mau alle Decimalziffem bis zur Ordnung 

2it beibehalten; die folgenden Ziffern hat man nicht als fOr 
die Wurzel wichtig zu betrachten; daher ist ihre Bestimmung 
unnöthig, und man hat die Division nur bis zu der Ziffer 

fortzuführen, welche mit i— -j mnltiplicirt iat. Jede Ope- 
ration liefert, wie mau sieht, für die gegebene Wurzel eine 
Anzahl von Decimalzifl'ern , bei denen eine Exactheit bis 
zu der doppelten Zahl der achon bekannten Decimalziffem 
herrscht, .„,^, 

Ist der Werth des Coefficienten . grösser oder kleiner 

^! (oj 
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ftla die Einheit, ao iat die Anzahl der neuen exacten Deci- 
malstellen, welche man mit Hülfe der Division von f{ß] durch 
f'[ji) erhält, kleiner oder grösser als die Anzahl der schon 
bekannten Decimalstellen. Um mit Sicherheit die Ziffer des 
Quotienten zu bestimmen, bis zu welcher diese DivisioD fort- 
gefShrt werden soll, kann folgende Regel angewandt werden: 
[205] Man sieht nach, welches der Rang der ersten Ziffer 

' — ist und bestimmt die anf diesen Werth J 

des Qootienten sofort folgende höhere Decimaleinheit. Hat 1 

der Quotient „-^r, v «Is efste Ziffern z. B. 0,003, so würde man i 

0,01 als diese Decimaleinheit nehmen; hätte derselbe Quo- j 
tieut als erste Zifler 3 im Range der Tausender, ao würde man . 
10000 zur Bestimmung der Decimaleinheit nehmen. Dies voraus- 
gesetzt, Bei |-"j die Decimaleinheit, welche grösser als der ' 
"Werth des fraglichen Quotienten ist; der Exponent k kann 
dabei positiv oder negativ sein. |— | sei die Decimaleinheit, 
welche gleich der Differenz i der zwei ersten mit a und (i 
bezeichneten Grenzen iat. Da der Coefficient ^ , kleiner 

/ 1 \*" f'lB] i 1 i"""*"* 

als 1 — 1 iat, so wrd das Glied t* ' , kleiner als l~l 

sein. Fflhrt man dann die Divison von f{ß] durch f'{ß) aus, 
80 muaa mau bei der Ziffer der Decimalordnung 2« + i ein- 
halten. Fügt man nämlich den Quotienten — ■)■—■ zn dem schon 

f \P] 
bekannten Theil ß des Würze Iwerthes hinzu, so erhält man ein 
Resultat, welches von dem wahren Werth der Wurzel um eine 
Grösse differirt, die kleiner als die Differenz der zwei Grössen 

tf — '-}r- und a — -{4^ ist. Diese Differenz, welche durch 
,, f (l^) f W 

** ^ ,„ 11 gegeben wird, ist selbst, abgesehen vom Vorzeichen, 

kleiner als 1— -| ■ I — j ; setzt man daher die durch — ,' 

angegebene Division bis zur Decimalziffer der Ordnung 2n-f-fc 
fort, so ist man sicher, dass der Fehler dea erhaltenen Ueanl- 
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tatea kleiner als eine Decimaleinheit dieser Ordnung ist 

hat nur nocli anf den Theil des Quotienten, welchen man ver- 

niLchlüssigt hat, Klicksicht zu nehmen. 

XXVIII. Es darf jetzt nicht übersehen werden, daaa die 
mit [I bezeichnete Grenze, die zur Bildung eines besaeren 
Säherungswerthea / verwendet wurde, indem man zu ji den 

. '"^ . i.;i.,nfiicrtfl immoT die sogenannte äussere 

Grenze ist, d. h, diejenige Grenze, welche bei ihrer Einsetzung 
in die Functionen f{x] nnd f'{j-) zwei Resultate desselbeo 
Vorzeiohena ergiebt. In den durch die Figg. 9 und 12 dar- 
geatellten Fällen entspricht diese Grenze ji dem Punkte i; in 
den durch die Fig^. 10 tind 1 1 dargestellten FäLIen entapricht 
sie dem Punkte a. [206] Allein schon der Anblick der 
Figuren zeigt, dass man sieh in allen Fällen vom Werthe der 
Wurzel entfernt, wenn mau den Werth der Subtangente, ab- 
gesehen vom Vorzeichen, ein wenig zu klein nimmt, und 
dass man sich ihm im Gegentheil nähert, wenn man diesen 
Werth ein wenig zu stark nimmt. Anders verhielte es sich, 
wenn die Tangente in den Figg. 9 und 12 im Punkt« m, 
und in den Vigg. 10 und 11 im Punkte n constrnirt wäre; 
man sollte dann im tiegeatheil eher eine kleinere als eine 
grössere Zahl als den wahren Werth der Sabtangente nehmen. 
Wendet man aber die äussere Grenze ji, welche man nach 
der oben ausgesprochenen Bedingung immer leicht auswählen 
kann, an, so muss man offenbar zur Bildung des neuen Nähe- 
rungswerthes ji' zu ß eine Grösse, welche eher Über dem 

Werth des Quotienten — T^-^i i '«'elcher die Subtangente dar- 
stellt, als unter dem wahren Werthe dieses Quotienten liegt, 
hinzufügen. 

Hieraus folgt, dass, wenn man die durch — ,. ange- 
gebene Division bis zur Ziffer der Deeimalordnung 2n -\- k 
(incl.) fortgesetzt hat, man die Ziffer der Ordnung 2n -\- k, 
hei der man stehen geblieben ist, dafür, dass man alle fol- 
genden Zifi'ei-n vernachlässigt, um eine Einheit erhöhen soll 
Man fOgt dann das auf diese Art erhaltene Kesultat zur Grenze 
ß. indem man anf das Vorzeichen dieses Resultates Rttcksicht 
nimmt; dann kennt man die neue bessere Grenze ß', welche 
der Gegenstand der Untersuchung ist. 
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Wir bemerken überdies, dasa, wen)i man so diesen neuen 
besseren Näherungswerth (i' bildet, d. h. im Verlaufe der 



durch ■ 






.ngektndigten Division bei der Decimalziffer 



der Ordnung 2n -\- k halt macht und diese Ziffer um die 
Einheit vermehrt, man zu dem wahren Werth der Grösatt 

*uob nicht die Differenz i' ' j" ' ' der zwei neuen Grenzen 



! Grösse, welche nicht 1 — | 



uud folglich 



I 
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llberachrßitet , hinzufügt. Daher differirt die neue Grenze fi' 
gewiss 7on der Wurzel nur um eine Grösse, welche kleiner 
ist als eine Decimaleinheit der Ordnung '2n~\~k. [207] Aber 
diese Grenze fi' kann sich grosser oder kleiner als die Wurzel 
ergeben, was durch Einsetzen in die Function f{x) erkannt 
wird. Ist die (Jrenze |i' grösser als die Wurzel, so ziehe man 
von der letaten Decimalziffer eine Einheit ab; dies ergiebt die 
zweite Grenze ci'. Ist hingegen die Grenze ß' kleiner als die 
Wurzel, 80 bilde man die zweite Grenze, indem mau zur 
letzten Decimalziffer die Einheit hinzufügt. Auf diese Art ge- 
lingt es, Kwei Zahlen zu finden, zwischen denen die Wurzel 
nothwendig liegt, und die nicht mehr voneinander als um eine 
Hecimaleinheit der Ordnung 2w 4- ^" differiren. 

Will man die Annäherung weiter ti'eiben, ao operire man 
mit den zwei neuen, soeben erhalteneu Grenzen, wie man es 
mit den beiden vorigen Grenzen gothan hat. Man wähle die- 
jenige von ihnen aus, welche, in-die Functionen {{r) und f"{x) 
gesetzt, zwei lieaultate desselben Vorzeichens ergiebt; ßi möge 
die Grenze, um die es sich handelt, m, die Decimalordnung 
der letzten Ziffer dieser Grenze sein. Mau berechne den Quo- 



tienten 



TiA) 



welcher za iJ. 



werden niuss, um 



eine neue besser angenäherte Grenze bia zu der Decimnlstelle 
der Ordnung 2n, + h\ (incl.) zu bilden; dann vermehre mau 
die.^e Ziffer um eine Einheit. 8o nimmt die Anzahl der 
esacten Decimalziffern, welche man bei einer jeden neuen Ope- 
ration erhält, immer mehr zu. Bezeichnet w die Zahl der ur- 
sprünglich bekannten Decimalziffern, d. h. difl'eriren die gegebe- 
nen Grenzen a und ß nur um eine Decimaleinheit, die gleich 

I ---j ist, voneinander, ao ist die Zahl der exacten Decimalziffern, 



^^" wele 
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welche dnrcli eine ei'ate Operation bekannt wiid, 2« -[-. 
dieae Zahl wird nach einer zweiten (.)peration 4n -j- Zk, lu 
einer dritten 8« -)- 7i, n. s. w. ' 

Der Ännälievungsprocess beginnt mir (hinn einen res'- 
mäaaigen und achneUen Verlauf zu haben, wenn 3» ■\ 
gröaaer ala n oder wenn ii'^ — h ist. ^208 Nachdem | 
Zahl k, welcLe der Exponent der Wecimaleinheit degeniA..' 
Ordnung, welche unmittelbar auf die erste Ziffer dea Qaotieol','' 

-■ ", - , - folgt, bestimmt worden, muss man sich versichern, 1| 

die Bedingung n~^ — k erfHUt ist. Ist dies nicht der FC 
so aollen die gegebenen Grenzen a und h dui'ch Substitnti 
von zwiaohenliegendcn Zahlen näher aneinander gebracht wi 

den, bis die Differenz dieser zwei Grenzen gleich | j wii. 

("frobei n wenigstens gleich 1 — /.■ ist. 

XXIX. Diese Betrachtungen fülu'en zu der folgenden R^a,! 

Sind Kwei Grenzen a und h gegeben, zwischen denen eiK 
einzige Wurzel der voi^clegten Gleichung f[x\ ^ li^t, wäi? 
rend die abgeleiteten Gleichungen /"(■''J=Ö, /"'(xj^O, /""[j:)=. 
zwischen diesen Grenzen keine Wurzeln haben, so handelt | 
sich darum, zwei möghehst nahe neue Grenzen, zwischen dena 
die Wurzel der vorgelegten Gleichung in gleicher Waise geleg^ 
ist, zn erhalten. 1 

Man wählt die ihrem Zablenwerthe nach grösate der in 
Grössen f"{a) und /"'[6} und beginnt sie durch die ihnl 
Zahlenwerthe nach kleinste der zwei Grössen 2/"'(a) 'md 2/"'(l 
zu dividiren; es genfigt, den Rang der ersten Ziffer des Quo) 
tienten zu kennen und sich die Einheit deijenigen Decimajj 
Ordnung, welche sofort grösser als dieser Quotient ist, d 

merken. Sei |— 1 diese Einheit, so kennt man die Zahl % 

welche positiv odor negativ sein kann. 

l--j sei die Decimaleinheit, welche wenigstens der Diffe 

renz der zwei gegebeneu Grenzen a und h gleich sei. Uli 
prüfe, oh die Zahl n wenigstens gleich 1 — k ist, Ist di«a 
Bedingung nicht erflillt, so mnsa man die Grenzen a und 
durch Substitution ^on zwiachenliegenilen Zahlen näher brin{^ 
Hat man erkannt, daas die Bedingung h= 1 — A 



1 -A 9äS 
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w > 1 — k erfällt ist, so wähle man von den Grenzen a und 
h diejenige ans, weiche bei der Substitution in die Functionen 
f[x) und f\x) zwei Resultate desselben Vorzeichens ergiebt; 
es sei ß diese Grenze. Man dividire dann nach der Regel 
der geordneten Division f(ß) durch /"(/?), indem man diese 
Operation soweit fortführt, bis die letzte beim Quotienten ge- 
fondene Ziffer von der Decimalordnung 2n + k ist. [209] Diese 
letzte Ziffer vermehre man um eine Einheit und addire den 
so erhaltenen Quotienten zur Grenze ß oder subtrahire ihn 
von dieser Grenze, je nachdem die Grössen f[ß) und f'[ß) 
von entgegengesetzten oder gleichen Vorzeichen sind. Die 
neue Grenze ß'^ welche auf diese Art gebildet ist, kann 
grösser oder kleiner als der wahre Werth der Wurzel sein, 
dies erkennt man leicht durch Einsetzung von ß' in f[x)\ 
aber dieser Werth differirt immer von der Wurzel um eine 

— j ist. Vermindert oder vermehrt 

man folglich die letzte Ziffer von ß' um eine Einheit, so bildet 
man eine zweite Grenze; diese ist kleiner als die Wurzel, 
wenn die soeben erhaltene Grenze // grösser war, und 
grösser als die Wurzel, wenn die soeben erhaltene Grenze ß' 
kleiner war. 

Dann verfahre man mit den neuen Grenzen ebenso, wie 
soeben mit den ersten gegebenen Grenzen a und h. Jede neue 
Operation ergiebt eine immer grössere Anzahl von Ziffern, 
welche dem Werth der Wurzel angehören. Die Zahl exacter 
Decimalziffern, welche auf das Komma nach der ersten, zweiten, 
dritten Operation folgen, steigt bis zu 2n-{-k^ in + SÄ:, 
Sn -}- Ik, , , . Der Weg der Rechnung ist ein gesicherter 
und regelmässiger; er giebt zu keiner übei*flüssigen Rechnung 
Anlass, und man ist auch nie dem Umstände ausgesetzt, eine 
Ziffer zu bestimmen, die sich nicht auf den wahren Werth der 
Wurzel bezieht. 

Wir haben übrigens den Exponenten /.* als eine constante 
Zahl betrachtet. Es kann bisweilen vorkommen, dass, wenn 
man seinen Werth von neuem mitteist besser angenäherter 
Grenzen, welche der Verlauf der Operation liefert, berechnet, 
man für diese Zahl /.■ einen grösseren Werth als zuerst findet; 
dies beschleunigt die Annäherung. 

XXX. Die vorstehenden Regeln wenden wir auf die Glei- 
chung: 

.r3 — 2.r — 5 = ^>^i 
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> 1 — k erftUlt ist, so wähle man von den Grenzen a und 
diejenige ans, welche bei der Substitution in die Functionen 
5) und f\x) zwei Resultate desselben Vorzeichens ergiebt; 

sei ß diese Grenze. Man dividire dann nach der Regel 
r geordneten Division f(ß) durch /"(/?), indem man diese 
»eration soweit fortführt, bis die letzte beim Quotienten ge- 
idene Ziffer von der Decimalordnung 2n + k ist. [209] Diese 
Ete Ziffer vermehre man um eine Einheit und addire den 

erhaltenen Quotienten zur Grenze ß oder subtrahire ihn 
n dieser Grenze, je nachdem die Grössen f[ß) und f'[ß) 
n entgegengesetzten oder gleichen Vorzeichen sind. Die 
ae Grenze /?', welche auf diese Art gebildet ist, kann 
toser oder kleiner als der wahre Werth der Wurzel sein, 
« erkennt man leicht durch Einsetzung von ß' in f[x)\ 
ar dieser Werth differirt immer von der Wurzel um eine 

— j ist. Vermindert oder vermehrt 

A folglich die letzte Ziffer von ß' um eine Einheit, so bildet 
kB eine zweite Grenze; diese ist kleiner als die Wurzel, 
»im die soeben erhaltene Grenze ß' grösser war, und 
iBser als die Wurzel, wenn die soeben erhaltene Grenze ß' 
dner war. 

Dann verfahre man mit den neuen Grenzen ebenso, wie 
aben mit den ersten gegebenen Grenzen a und h. Jede neue 
•erfttion ergiebt eine immer grössere Anzahl von Ziffern, 
lebe dem Werth der Wurzel angehören. Die Zahl exacter 
«isudziffern, welche auf das Komma nach der ersten, zweiten, 
tten Operation folgen, steigt bis zu 2n + k^ 4n + 3Ä:, 
^ + 7^, . . . Der Weg der Rechnung ist ein gesicherter 
ä regelmässiger; er giebt zu keiner übei*flttssigen Rechnung 
ilass, und man ist auch nie dem Umstände ausgesetzt, eine 
Ter zu bestimmen, die sich nicht auf den wahi*en Werth der 
onel bezieht. 

Wir haben übrigens den Exponenten h als eine constante 
hl betrachtet. Es kann bisweilen vorkommen, dass, wenn 
m seinen Werth von neuem mitteist besser angenäherter 
enzen, welche der Verlauf der Operation liefert, berechnet, 
in für diese Zahl A- einen grösseren Werth als zuerst findet; 
M beschleunigt die Annäherung. 

XXX. Die vorstehenden Regeln wenden wir auf die Glei- 

nng: 

.x3 _ 2.r — 5 = Qß^i 
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an. Die Functionenreihe lautet: 

f[x) = j'} — 2x — 5 
f'{x^ = 3^^ — 2 

f"[-x) = 6u: 
r[j') = 6. 

210] Setzt man zunächst die Zahlen, welche um 10 fort- 
schreiten, ein, so findet man: 

/•'"(x), fix), fix), fix) 

{-!]...+ - + - 

1 4 

■(<o;. .. 4- _ - _ 

2 5 

(o; + - - 

;>o.^ ■ • • + + - - 
(1) + + + - 

10) — + + + + • 

ZAvischen — 1 und werden zwei, zwischen 1 und 10 

eine Wurzeln angezeigt. Man erkennt sofort, dass die zwei 

ersten Wurzeln imaginär sind ; denn die Summe der Quotienten 

4 5 

+ tibersteigt die Differenz 1 der beiden Grenzen. Folg- 

lieh hat diese Gleichung eine einzige reelle, zwischen 1 und 
10 gelegene Wurzel. 

Um zwei Grenzen, welche nur um eine Einheit in der 
Ordnung der letzten Ziffer voneinander verschieden sind, zu 
linden, substituire man zwischenliegende Zahlen; man findet: 

(2^ + + + - 

12 10 1 

1 

(3) + + + + 

18 25 16. 

Die Wurzel liegt also zwischen 2 und 3; da die Reihe 
der Indices 0, 0, 0, 1 lautet, so könnte man zur Annäherung 
übergehen. Dividirt man aber den grössten der Werthe von 
/'"./•, Avelclier 18 ist, durch den kleinsten der Werthe von 
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18 
2f'{x)j welcher 20 ist, so erhält man — = 0,9 als Quotien- 

ten; die Decimaleinheit der Ordnung, welche der ersten Ziffer 
dieses Quotienten unmittelbar vorausgeht, ist 1; mithin hat 
man ä: = 0. Da die Differenz der zwei Grenzen, zwischen 
denen die Wurzel liegt, auch gleich 1 ist, so hat man n = 0. 
[211] Folglich ist die Bedingung n = oder > 1 — k nicht 
erfüÜt; das zeigt an, dass die Grenzen 2 und 3 nicht nahe 
genug sind, um die Annäherung sofort beginnen zu können. 
Setzt man daher zwischenliegende Zahlen von der sofort fol- 
genden niedrigeren Decimalordnung ein, so kommt: 

rix), r(x), rix), /-^ 

(2,0) . . . + + + - 

12 10 1 

(2,1) . . . + + + + 

12,6 11,23 0,061. 

Die Wurzel liegt also zwischen den Grenzen 2,0 und 2,1. 
Die Differenz dieser Grenzen ist — ; daher ist n = 1. Der 

grösste der Werthe von fix), dividirt durch den kleinsten der 

12 6 
Werthe von 2 fix), ist — oTp = 0,6 ... Da die Decimalein- 

heit, welche sofort auf die erste Ziffer des Quotienten folgt, 
gleich 1 ist, so haben wir, wie oben, k = 0. Die Bedingung 
n = 1 — Ä: ist erfüllt ; man kann daher zur Annäherung über- 
gehen, ohne die Grenzen noch mehr durch Substitutionen von 
neuen zwischenliegenden Zahlen verengern zu müssen. 

Die grösste Grenze 2,1 ist hier die äussere Grenze, welche 
mit ß bezeichnet wurde; denn dieser Werth ergiebt für die 
zwei Functionen fx) und fix) dieselben Vorzeichen -f-. Der 
erste Näherungswerth wird folglich gebildet, indem man von 

/:? = 2,1 den Quotienten ; = ^'^^ abzieht; die Division 

/ W 11, 2ö 

ist dabei bis zu der Decimalziffer der Ordnung 2n -\- k, d. h. 

bis zu den Hundertsteln fortzuführen; vor Ausführung der Sub- 

traction muss man die letzte Ziffer um eine Einheit vermehren. 

Da man \ = 0,00 . . . findet, so ist die von 2,1 abzu- 
11, 2o 

ziehende Zahl 0,01; als erster Näherungswerth kommt 
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daher 2,09. Dieser Werth ist bis anf wenigstens 




100 



bis jetzt aber weiss man nicht, ob er kleiner oder grösaer ala 
die Wnizel ist. 

[212] um dieses zu erkennen und die Annähening fortzn- 
führen, setze man, entsprechend der Regel des Artikels XXTV, 
2,09 in die Function enreihe ein. Die folgende Tabelle bringt 
diese Kechnnsg : 



/■:2' 



f"2\ 



l f&,^ 





0,09 


0,09 


0,09 




0,90 


~^im 


0,54 






9 


9 






972 


^86 






U,048H 


0,0243 

9 

2187 

0,000729. 


Jlerana folgt 








}i=0,9ü 


/■'(2,09, = lU 


r(2,09; 


= 12 f-< 


486 


1,08 




0,54 


729 


243 




= 12,64 


0,949329 

— 1 


= 11,1043 






= —0,050671. 





Da das Resultat der Substitution von 2,09 in f(x) negativ 
ist, so ist diese Grösse kleiner als der Wurzelwerth, welcher 
zwischen den Grenzen 2,09 und 2,10 liegt. Da die Differens 



dieser Grenzen 



100 



oder 



ist , so ist jetzt die Zahl i 



gleich 2 ; die folgende Annäherung kann also bis znr Deci- 
malziffer der vierten Ordnung geführt werden. Man wird da- 
her die Division ' bis zur rierten Ziffer incl. nach dem 

Komma fortführen; dies ergiebt 0,0054 und durch Vermeh- 
rung der letzten Ziffer um eine Einheit 0,0055. Snbtrahirt 
man dieses Resultat von 2,10, so ergiebt dies als zweiten 
Näherungawerth 2,0945. Dieser Werth ist wenigstens bis 







i 
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[213] Man weiss noch nicht, ob die Zahl 2,0945 kleiner 
oder grösser als die Wurzel ist. Die Substitution dieser Zahl 
in die Function f[x) und die abgeleiteten Functionen vollzieht 
sich auf folgende Art: 



/•(2,09) /•'(2,09) 


r(2,09) 


/"":2,09) 


0,050671 11,1043 


12,54 


6 


0,0045 


0,0045 


0,0045 


555215 


6270 


30 


444172 


5016 


24 


0,04996935 


0,056430 


0,0270 




45 


45 




282150 


1350 




225720 


1080 




2539350 


12150 




0,0001269675 


0,00006075 
45 

30375 
24300 

273375 

0,000000091125. 


Hieraus schliesst man: 






/•:2,0945) = 


0,04996935 

0,0001269675 

0,000000091125 

0,050096408625 
0,050671 




= - 


0,000574591375. 




/•'(2,0945) = 


11,1043 
0,056430 
0,00006075 




— 


11,16079075. 




/^":2,0945) = 


12,54 
0,0270 





= 12,5670. 
/■'"(2,0945) = 6. 

[214] Da das Resultat dieser Substitution in f[x) einen 
negativen Werth ergiebt, schliesst man, dass die Zahl 2,0945 
kleiner als die Wurzel ist; diese liegt daher zwischen den 
Grenzen 2,0945 und 2,0946. Die letztere dieser Zahlen ist 
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die sogenannte äussere Grenze, und folglich muss zur Fort- 
setzung dieser Operation die fragliche Zahl in die vorgelegten 
Functionen eingesetzt werden. Man kann sich aber von der 
Wiederholung der soeben ausgeführten Rechnung durch An- 
wendung der Formel: 

f[ß + i) = m + if'iß) + Y f'\ß) + !^.^f"y) +■■■ 

befreien. 

Man leitet sofort aus den voraufgehenden Resultaten ab: 

/'(2,0946) = 0,001116079075 

(52835 
1 

0,0Ö1116U1911 
- 0, 000574591375 

= 0,00054155053(5. 

/•V2,094(); = 11,1(>079075 

125(^70 
3 



= 11,16204748. 



/'\2,0946; = 12,5()70 
(5 

= ~l"2^5(57(>. 
/•'"(2,0946) = (>. 

Da wir jetzt 7* = 4 haben, so sollen wir bei der Berech- 

nung des Quotienten ^t^^ = - ii^i6204748 ^'^ ^''^''^" 

bis zur achten Ziffer incl. nach dem Komma fortsetzen. Da 
der Werth dieses Quotienten 0,00004851 ist, so ^^^rd man die 
Zahl 0,00004852 von der Grenze 2,0946 abziehen. Dies er- 
giebt als dritten Näherungswerth 2,09455148. 

[215] Die folgende Tabelle bietet die Berechnung der Sub- 
stitution dieses Werthes in die vorgegebenen Functionen: 
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/■i2,094ö, /•'(2,094o: 


f" 2,0945 


f" 2,0945) 


0,000574591375 11,16079075 


12,5670 


6 


0,00005148 


0,00005148 


0,00005148 


8928632600 


1005360 


48 


4464316300 


502680 


24 


1116079075 


125670 


G 


5580395375 


628350 


30 


0,0005745575078100 


0,000646949160 


0.00030888 




5148 


5148 




5175593280 


247104 




2587796640 


123552 




646949160 


30888 




3234745800 


154440 




3330494275680 


159011424 


0.00000001665247137840 


0,0000000079505712 






5148 






()3<m569() 






318022848 






79505712 






3975285G0 



40929540537() 
0.0000000()000013(>431801792. 



Hieraus schliesst man: 



/'.2.09455148; = 0,0005745575078100 

1()65247137840 
1364318017 92 

0,000574574160417810201792 
— 0,000574591375 
= —0,000000017214582189798208, 



/•'(2.09455148; = 



11,16079075 

6469491(i0 

79505712 



= 11,1614377071105712, 



f' (2,09455148 = 



12,5670 

30888 



= 12,56730888. 
/•'"i;2,09455148: = 6. 

[216] Da das Substitutionsresultat /"(x) einen negativen Werth 
ergiebt, so folgt, dass die eingesetzte Zahl kleiner als die Wurzel 
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ist; die Wurzel liegt also zwiscLen de« Zalileii ä,U9455148 > 
lind 2,09iööU9. 

Die Keaultate der Substitution der letüteren dieser zwei J 
Zahlen, welche man, um die Annäherung weiter fortzuführen, 1 
kennen muss, leiten sich fast uline Rechnung ans denjenigen I 
her, welche ans dem bereits angewandten Verfahren soeben I 
erhalten wurden. Man hat; 



0,000000094399790509672949, 



= 11,1614378327830603, 

/■"i2-094ööl49; = 12,Ö(i73Ü888 

6 

- 12,56730894, 

f" 2,09405149] = 6. 

Die Zahl n ist jetzt gleich 8, daher muss die durch 

, angekündigte Division bis zur 10. Stelle incl. nach dem 

Komma forlgeffihi't werden. Da der Quotient dieser Division, 
den man leicht vermöge der Regel der geordneten Division 
erhält, 0,0000000084576734 ist, so wird man diese Zahl, 
nachdem man die letzte Ziffer am eine Einheit vermehrt hat, 
von dem voraufgehenden Werthe abziehen; dies ergiebt als 
vierten Nähernngswerth 2,0945514815423265; diese ZaU 
differirt um niclit mehr oder weniger von der Wui-zel, als in 
einer DecimaJeinheit der 16. Ordnung. 

Bei dem gewählten Beispiel verdoppelt eine jede Operation 
die Anzahl der exacten Ziffern, welche ttuf das Komma fo^en ; 
[217] folglich lehrt eine weitere Operation den Werth der 
Wurzel bis zur 32. Decimahtelle kennen. Fikhrt man auf die- 
selbe Art zu operiren fort, so ist die Substitution des voranf- 
gebenden Werthes leicht nnd ergiebt folgende Resultate: 
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Ai-tikelu werde iuh die Prineipien, welche zur Lösiiiig dieser 
Fi'age dienen, auseinandersetzen. 

Um die Cnsicherheit , welche aus der Fortlasaung der 
Glieder böherer Ordnung hervorgeht, zu vermeiden, haben wir 
in die ßechnung den Ausdruck zweier Grenzen , zwischen 
denen die Wurzel immer liegt, eiügeführt. Ohne die Einzel- 
heiten, welche wii' bei der Behandlung der lineai'en An- 
näherung angaben, zu wiederholen, werden wir von dem- 
selben Princip Gebrauch machen ; denn , nachdem man die 
strenge Exactheit der Sätze dieser Ali gezeigt hiit. ist es von 
grosser Wichtigkeit, die ganze Einfachheit der Diflerential- 
reclmiiDg beizubehalten. 




Unter diesem Gesichtspunkte prüfen wir zunächst die fol- 
gende Frage, welche sich auf die Annaherang ersten Grades 
bezieht. 

Der Bogen nixn (Fig. IB) gehört einer Curve an, deren 
Ordinate f{x] ist; die Abacisae (ix des Schnittpunktes ist der 
Werth einer Wurzel der Gleichung f{x} = 0. Denken wir 
uns von dem Schnittpunkte j^ auf der Abscisaenaxe nach linka 
hin eine sehr kleine Grösse xa, die wir mit w bezeichnen, 
abgetragen. Im Punkte a errichte man die Ordinate am; 
doroh den Punkt m ziehe man zwei Linien mfi, niv. Die 
erste »(,'i iat die Tangeute des Bogens im Punkte m, die 
zweite jh)' ist der Geraden txf, welche den Bogen im Punkte 
iT herthrt, parallel. So bildet man auf der Axe ein Intervall 
fi7', welches viel kleiner wäre, wenn daa erste Intervall 
selbst einen viel kleineren Werth erhalten hätte. Es bandelt 
sich darum, die Relation kennen zu lernen, welche zwischen 



elt ] 
en I 



r 
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dieBem ersten Intervall ya, das man ala willkllrlich betrachten 
feium, und dem Intervall fty, welches nach der beschriebeBcn 
Cffliatruction daraus herg'eleitet wurde, besteht. [219] Man 
sucht hier die änsseiste Relation, weluhe zwischen den Inter- 
vallen (IX und ^ V besteht, d. li. man setzt voraus, dass das mit 
lu bezeichnete Anfangsintervall ax beständig kleiner wird und 
die Null zur Grenze hat, es wird z. B. der Reihe nach oi, 

— w, -7- tu, . - - Ea handelt sich dämm, die entsprechenden 

Werthe von nv zu bestimmen ond zu erschliessen, was aus 
dem Verhältnisä von fir zu ax wird, wenn f^v seine Grenze 
Null erreicht. I 

Die so detitlich gestellte Frage ist leicht zu lösen. Be^ I 
zeichnet man mit r den Werth der Abscisse 0-r und mit <it 
das Intervall xa, so sieht man, dass die Ordinate ain gleich 

f[x — tu) ist Die Subtangente au ist =^ — jy-, -r ! der 

Werth der Geraden av ist ^-^—— ; folglieh ist die Länge 

des Intervalls 



n' 



[f'i^^-o,) m 



l 



Man muss nur noch to als eine unendlich kleine Grösse 

voraussetzen. f[x — w) ist der Werth von f{r] venniudci-t 
um sein Diflerential rfj-/"(3;); f{x) ist nach Voraussetzung Null, 
denn j: ist die Abscisse eines Sohnittpunktes ; daher ist im 
Anadrucke von fiv der erste Factor f{x- — w) gleich — dxf'{x). 

Der zweite Factor ist das Differential von .,, , , wobei man 

dx als negativ voraussetzt. Dieser zweite Factor ist daher 

_/■>)_. „ .. _ 

m ' 

i ist klar, dass man dieses Resultat auch tindet, wenn 
14* 
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i man dea Ausdruck nach PoteDzen von lo entwickelt und dft- 

I bei höhere Potenzen fortläsat. 

? Aus diesem Werth der unendlich kleinen Geraden /(c er- 

I kennt man, äa.as dieses Intervall unvergleichlich kleiner als 

das Intervall (u wird; ea ist gleich dem Quadrat von (j multi- 

pUcirt mit dem Quotienten — -7^- , also einer endlichen ÖrÖBae, 

I welche das Verliültniss der zwei Flnsionen f"(xj und — f[r] 

il im Schnittpunkte x ausdrückt und von der Form der Ciu-ve 

(. in diesem Funkte abhängt. 

■I [220] XXXII. Beti-aehten wir das IntervaU w, welches die 

[ Differenz zwischen dem Nähemngawei-the 0« nnd dem exaoten 

Werthe Ox ist, als einen ersten Fehler. Zieht man die Tan- 
gente vift, so bestimmt man einen besseren Nähern ngsweith. jt 
ffir den Punkt j:; fflgt mau zu der Abacisse 0« die 8ub- 
tangente afi hinzn, um einen neuen Werth 0^( der Abacisse 
KU bilden, so sieht man, daaa der öbrig bleibende Fehler fix 
kleiner als der vorige ax geworden iat. Sei w' dieser neue 

Fehler, ao achlieaat man ans dem Werth — -/tt-"— ^ fäi" 

fix - w) 
die Sitbtangente, dass 

wird. 

Entwickelt man nach Potenzen von cd mtd läast die höheren 
Glieder fort oder wendet man, was dasselbe ist, die Diffe- 
rentialausdrllcke an, so hat man: 

/■ M-,»/-M + -S-»V» + .-. 

Lftsst man das Glied f{x), welches nach Yoranssetznng 

Null iat, fort, so findet man: 

"^ m-u.r {'!} + ■■■ ' 

oder, da (u eine unendlich kleine Grösse ist: 

,_ -■»'/» 

80 verringert sich der Feiler w, der als sehr klein vor- 
^^^ ausgesetzt wurde, sehr schnell; er wird gleich dem T 
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des vorherj^ehenden Fehlers mnltiplicirt mit emer bestimmten 
und Constanten Grösae, nämlich r- J\ : , also einem end- 

2 f X; 

liehen WerÖie. der äch auf den Punkt x des Bogens nixn 
beaehl 

«* nx 

Die Relation w = — _,, [ drfickt , ine wir ffesagt 

2 f \x] 

haben, die Endrelation zwischen einem Fehler nnd dem fol- 
genden ana. IHese Bedingung besteht im Schnittpunkte x streng: 
d. h. sie lehrt die Endconrergenz der linearen Anniherung 
kennen. [221] Diese Besnltate haben wir schon ^) bewiesen: 
jetzt wollen wir diese Betrachtungen auf die parabolische Be- 
rflhmng der Ounren ausdehnen. 

XXXm. Sei Oa [Flg. 16; ein erster Nähenmpwerth der 
Absdsse Ox eines Schnittpunktes. Der Bogen wm gehört 



f. 



ft 



JSt. 



Fig. 16. 

einer Curre an, deren Ordina,te durch /"(x> ausgedrfickt ist. 
Mit a bezeichnen wir den ]Käherungswerth Oa. mit x den 
exacten Werth Ox. Seix = a + 6, so dass ^ der Fehler 
erster Annäherung ist nnd man f\a + 6j = hat. Wir ent- 
wickeln diesen Ausdruck, indem wir die Glieder, bei denen 
höhere Potenzen von £ als ^e zweite auftreten, Temacb- 
llssigen; zur Bestimmung ron t hat man dann die Gleichung: 

fa + ef'a + -\t^fa = 0- ««) 

/a, fa^ f"a sind bekannte Coefficienten. Löst man diese 
Gleichung: 

, ^ fa , 2fa 

f a f a 



1 



auf, Bo findet man: 

Seien c* der Fehler des ersten Naheiimgawerthes a und t 
der Fehler des besseren Näherangawerthea, der gefunden wird, 
indem man zur Grösse a. die soeben bestimmte Wurzel e hiu- 
znfdgt, so hat man j: = a -f- w and ./■ = n; + e + w'. Da- 
her ist w' = (o — e. Es gilt nan das äusserste Verhältniss 
zwischen ii> und lu' zn finden : man gelangt hierzu auf fol- 
gende Art. Man bestimmt t vermöge der vorstehenden Glei- 
chnng, indem man a durch seinen Werth x — u ersetzt; dann 
setzt man vorans, dass lo unendlich klein ist. Auf diese Art 
findet man: 

■»n»-<^)+r(»-'«)+r ('-' ")i'"gfr-')-n'^-»))i 

Da (u unendlich klein ist, so wird man nur das erste Ulied 
des Resultates beibehalten. Man erkennt nun, dasa im Zähler, 
wenn man dem Eadical das Vorzeichen ^ beilegt, nur mit 
(t)^ multiplicirte Glieder bleiben; alle Potenzen von (u, die 
niedriger als die dritte sind, verschwinden. [222] Der Nenner 
f"[x — ci») redueirt sich auf f'[y) , wenn w unendlich kleiu 
ist. Es erübrigt also nur, noch den Zähler zu bilden. Die 
Uechnung ist folgende; 

Entwickelt man im ersten Theil ii]f"{x — (u) + f'{^ — *") 
nach Potenzen von cj, behält dabei nui- noch die dritte Potenz 
bei und läast die Variable x unter dem Functiouszeichen fort, 
ao findet man: 

Im Prodnct /"(.r — w) - f"{x — m), welches unter dem Wurzel- 
zeichen auftritt , redueirt sich der Factor f(x — oi} auf 

— Ulf 4- — /■" — ^— „/""; denn fx ist nach Voraussetzung 

Null. Macht man in dem Ausdruck für das Prodnct bei 
lo' halt, so hat man an die Stelle des zweiten Factors 

n^ — (üj die Grösse f" — vjf" -j- ^Z"'" zu schreiben. Das 

gesuchte Prodnct f[x — lo) ■ f"[x — m} wird daher: 
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- ., r r + "• (4 r + r n -■"■(» r r + i r n 

Das Quadrat von f'{x — (u) oder von 

f<-2^rf"+^''ir+rr")-"'rr+irr")- 

Dither wird die mit dem Esponeaten ~ veraeUene Gröase: 

r - '^v'r"+ "''{5/'"/""+f/"7^'')- 

Erhebt man diesen Ausdruck zur Potenz — , so findet man, 
wenn dem Radical das Vorzeichen — beigelegt wird: 



4 



oder: 

[2Z3J Fügt man den ersten Thei! des Ansdrncks für m' 
hinzu, so hat mun: 

dieses sehr einfache Resultat giebt das Maass der aoWiess- 
lichen Convergenz für die Annäherung zweiter Ordnung. Der 
Fehler (u nimmt sehr raach ab; sein Werth ist das Product 
des Cnbna des voraufgeh enden Fehlers in einen cons tauten 
Cueffioienten. Die exacte Anzahl der Decimalziffem wird, all- 
gemein gesprochen, durch jede nene Operation verdreifacht. 

Der constante Coefiicient ist gleich — -j' ; sein Werth 

L ■ d / .K 
hängt von der Form der Curve im Schnittpunltte ah. 

XXXIV. Diese Sätze lassen sich auf die Annäherung jeden 
(irades ausdehnen. Um das allgemeine Resultat zu äuden, 
habe ich eine andere Art der Berechnung, über die ich jetzt 
berichten will, angewandt. 

Bezeichnet man den ersten Nähernngs werth mit a und 
drückt e den Felder dieser Bestimmung aus, so hat man: 
.r =^ a -f- 6 und f{a + () =: 0. Man entwickelt diesen Aus- 
druck und Iflsst die Potenzen von £, welche hoher ak die 
erete, zweite, dritte Potenz n. a. w. sind, fort, je nachdem. to».^ 




sich ttnf die Annälienrng ersten, zweiten oder dritten Qr&dea 
D. s. w. beacLränken will. Betrachten wir dieaen letzten Fall; 
die Gleichung , welche zur Bestimmnng von f dient , lantet 
dann: 

fa + efc+^fa + ^^rn^i, W 

Diese Gleichnng ist nur eine angenäherte; der Werth, den sie 
für e liefert, ist offenbar nnvollständig. Fügt man ihn daher 
znr Gröase a hinzu, so findet mau die Wurzel ?■ nicht genau; 
sie wird dann von diesem Werthe um einen neuen Fehler, 
welcher viel kleiner als der erste ist, differiren; es handelt 
sich darum, die Endrelation, welche zwischen eüiem Fehler 
und dem ihm folgenden besteht, zu finden. Die CÜeichung 
f{a + e) = wllrde nur dann bestehen, wenn der Werth t 
durch die vollständige, nicht durch eine angenäherte Gleichung 
bestimmt wäre. Sei tu der genaue Weith filr f , so dass man 
97 = o -)- tu nnd f(a -j- (u) ^ hat; sei tu' der Fehler, welcher 
den früheren vi ersetzt, und welcher daraus entspringt, d»3s 
man eben nur einen angenäberten Werth e berechnet, so 
hat man y: =^ ft + f + w'\ [224] dabei ist der Werth e 
die Wurzel der angenäherten Gleichung (e). Mithin ist: 
tu' + E — Ol ^ nnd a ^ x — tu. Jetzt werden wir in die 
Gleichung (e) für a seinen Werth x — m und für e seinen 
Werth tu — tu' setzen, dann hat man eine Gleichung zwischen 
11} und w'. Aus dieser Gleichung muss man den Werth von 
tu', ansgedräckt durch (o, herleiten und dabei vorauaaetaen, 
dass tu unendlich klein ist. 8o erkennt man die. gesuchte 
Endrelation zwischen den zwei anfein and erfolgen den Fehlem 
(ü nnd tu'. Die Gleichung (e) wii-d: 

f(i - <«) + (o, - ^')nx - 1») + 5 (» - ,.')• n, - (.) + 

+ 2""' 3 '"-'"''"'"'"''^ '"' = "■ 1*^' 

Wie wir schon sagten, muss man aus dieser Gleichung 
den Werth von tu' entnehmen und schliesslich tu als unend- 
lich klein voraussetzen. Soll diese Unteranchnng allgemein 
sein, so muss eine Gleichung irgend eines Grades, liei der tu' 
die Unbekannte ist, betrachtet werden. Zunächst bemerkt 
man, dass die Gleichung [E) mehrere Weithe für tu' ergiebt, 
A zwar deswegen weil sich die Becfannng bisher anf alle 
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Werthe von x bezieht und nicht nur auf den, der dem an- 
genäherten Werthe a am nächsten liegt. Die Wurzel co', 
welche der specielle Gegenstand der Untersuchung ist, würde, 
wenn ld Null wäre, auch Null werden; durch dieses Merkmal 
wird uns diejenige Wurzel, die unter den durch die Glei- 
chung (E) gegebenen Wurzeln zu wählen ist, gekennzeichnet. 
Man entwickle die linke Seite dieser Gleichung nach 
Potenzen von {jJ und ordne jeden Goefficienten einer Potenz 
von w* nach wachsenden Potenzen von lo. Dann gewinnt man 
eine Gleichung dieser Form: 

= u4w'3 + ^w'* + Gi.0 +Z). (F) 

ul, -B, C, D sind Coefficienten, die nach steigenden Potenzen 
von tu geordnet sind; diese Gleichung könnte von irgend einem 
Grade in to' sein. Dies vorausgesetzt, betrachten wir tu wie 
eine bekannte Grösse und die Gleichung (F) als Buchstaben- 
gleichung. [225] Wir machen dann von der Methode Ge- 
brauch, welche die einem unendlich kleinen Werthe von cu 
entsprechende Wurzel ijJ ergiebt; unter diesen Werthen von 
cu' müssen wir den wählen, welcher am kleinsten wird, wenn 
(u unendlich klein wird. Wir werden also als gesuchten Werth 
von (J unter den nach steigenden Potenzen von tu entwickelten 
Wurzeln (ji)' diejenige nehmen, welche in ihrem ersten Terme 
die höchste Potenz von io enthält. 

Der Term D, welcher in der Gleichung (F) lo* nicht ent- 
hält, ist augenscheinlich: 

B = f[x^,o) + io ^'(x-cu) +ituV>-cu)4- -^ tu Y'"(x-tu) ; 

entwickelt man und lässt x unter dem Functionszeichen fort, 
so hat man: 

' "'^2' 2-3' ^2-3-4' 

^. ,, f _ c' r + ^ r - /^*^. r + ... 



~ 2 ' 2 ' 2 • 2 ' 



"^2.3^ 2 . 3 ^ 



Der Werth von fr ist nach Voranasetznog Null, nach ge- 
liüriger Reduction findet man: 



^ 



Die Ooefficienten C, B, A, welche in der Gleichung (F) anf- 
treten, reduciren sich nicht derartig. Der Werth von (', dem 
Coefiicienten von tu' in der Gleichung fP), lautet: 

Die anderen Coefiicienten B, A sind ebenso aua verschiedenen 
l'otenzen von (u gebildet und enthalten ein jeder auch einen 
Term ohne vj. 

Man musa jetzt auf die Gleichung (F) die allgemeiue Regel 
anwenden, welche dazu dient, die Wurzeln der Uubekannten 
cj', wenn man sie nach steigenden Potenzen eines gewählten 
Buchstaben, welcher hier m ist, geordnet hat, zu bestimmen. 
,i2Z6] Da die Coefficienten Ä, B, sämmtlich einen Term ent- 
halten, hei dem tt} sieh in der Potenz befindet, so hat man 

= Äio'^ + Bio'' + Ccj' + D 

und erkennt durch Vergleich dieser Coefiicienf«n , dasa unter 
den nach ateigenden Potenzen von tu entwickelten Wurzeln w' 
diejenige, welche in ihi-em ersten Glied den höchsten Expo- 
nenten von tu enthalt, dnrch die Theilgleichung : 

Ooj' -\- D=0 
gegeben wird; entsprechend der angeführten Regel muss man 
und D auf ihre ersten Glieder, welche der Ordnung der 
steigenden Potenzen von tu entsprechen, reduciren. Um die 
gesuchte Wurzel lo' zu bestimmen, hat man daher die sehr 
einfache Theilgleichung: 



Diesea Resultat iat analog denen, die Avir in den Artikeln 
XXXII und XXXIII dnrch einen ganz anderen Proceaa, der 
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nämlich auf die wirkliche Auflösnng der Gleichungen des 
I ersten und zweiten Grades stützte, geAinden haben. Man sieht, 
daSB die Methode der Anflöaung der Buchstahengleichungen 
hier die besonderen Formeln^ welche die Wurzeln der Glei- 
I ehungen durch Radicale ausdrücken würden, ei^änzt. 

Wendet man die vorstehende Analyse auf die Annäherung 
I vierter Ordnung, d. h. diejenige, welche ans der Vernach- 
lässigung von hiiheren als viertan Potenzen restütirt, an, ao 
bildet man die Gleichung: 

'■ (i=n«-i») + (™-«')ni-")+i(<»-»')v>-i«) + 

[227] Ulan löst dann diese Gleichung nach der allgemeinen 

Methode, welche die einem unendlich kleiuen id entsprechen- 

I den Werthe von tu' kennen lehrt ; zur Bestimmung derjenigen 

I Wurzel, deren erstes Glied die höchste Potenz von w enthält, 
findet man die Theilgleichnng : 

Mithin ist die Endüonvergenü der Annäheinng vierter Ord- 
nung derartig, dass jeder Fehler (u' gleich dem in die fünfte 
Potenz erhobeuen voraufgehenden Fehler, mnltiplicirt mit dem 

conatanten Factor — - - — ,—^- -n— , ist, 
2-S-i-o fx 

Das Gesetz, nach dem diese PLCSultate aufeinanderfolgen, 
ist klar; auf diese Art erkennt man die allgemeinen Eigen- 
achaften der Annäherung irgend eines Grades. Im tibrigen 
haben diese Betrachtungen nicht die numerische Berechnimg 
der Wurzeln zum Gegenstand; die speoiellen, von uns in den 
vorhergehenden Artikeln gegebenen Regeln lassen beztigllch 
der Leichtigkeit der Operationen nichts zu wünschen übrig. 
Aber es wav wichtig, die ganze Ausdehnungsfähigkeit dieser 
Theorie der Annäherungen zu zeigen. 

XXXV. Die Schwierigkeit, den Fall der zwei imaginären 
Wurzeln von dem der zwei reellen Wurzeln zu untei'scheiden, 
ist der wichtigste Pnnkt der Gleicliungstheorie ; er erfordert 
eine eigenthämliche Methode, die auf der Beiechnung der 
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Grenzen, zwischen denen die Wurzeln liegen, b&Birt. Die 

UntersuchuDgen von Holk^^), aowie die von de Gua^") haben 
nicht zur numerischen Auflösnng der Gleichungen gefflhrt; 
denn ihnen fehlte ein specielles Criterinm zur Untetscheidunp 
der imaginären Wnrzeln. Die Aufstellung der Gleichung für 
die Quadrate der Differenzen hat diese besondere Schwierig- 
keit zum ersten Kaie gehoben ; aber man hat schon lange be- 
merkt, daaa die LSsung eine rein theoretische ist; die Ver- 
suche, welche man zu ihrer Vervollständigung anwandte, sind 
fast ganz unfnichtbar gewesen. Daher war es nöthig, die 
Frage auf eine ganz andere Art au behandeln ; wir haben be- 
wiesen, dass sie eine nicht weniger esacte Lijsung von nn- 
vergleichlich einfacherer Anwendbarkeit zulfisst. Es ist aber 
wichtig, die Fundamentalfrage von verschiedenen Gesichts- 
punkten ans zu betrachten; [328] denn sie bietet sich auch in 
den Untersnchnngen, Ai'clche die krummen Überflächen be- 
treffen, sowie in der allgemeinen Theorie der Gleichungen dar. 
In den folgenden Artikeln geben wir die allgemeinen Principien, 
welche dazu dienen, sie auf verschiedene Ai'ten aufzulösen. 

Es seien F{j-) und f{x} zwei algebraische Functionen, deren 
Coefficienten gegebene Zahlen sind. Man sei ferner durch An- 
wendung der im Vorhergehenden dargelegten Methoden dazu 
gelangt, zwei Grenzen a und b zu finden, Kndschcn denen die 
Gleichung .^'(,1^) = U eine einzige Wurzel, die wir mit a be- 
zeichnen, habej es handelt sich dann darum, das Vorzeichen 
des Resultates zu kennen, welches man erhalt, wenn man et 
in die andere Function f{xj einsetzt. 

Wäre der exacte Werth von a bekannt, so hätte die Frage 
keine Schwierigkeit; man würde dann diesen exacten Werth 
der Variablen :r in der Function /"(r) beilegen und damit das 
Vorzeichen des Resultates erkennen. Wenn die Wurzel a nur 
nEthemngsweise bekannt ist, so verhält es sich nicht su: 
denn setzt man an die Stelle von a- eine sehr angenäherte 
Grenze a des a, so ist man nicht sicher, ob das Vorzeichen 
von f{a] dasselbe wie das Vorzeichen von fia) ist; die Un- 
sicherheit besteht immer, wie klein auch der Unterechled 
zwischen der Wurzel a und der Grenze a sei. Die Unter- 
scheidung des Falles zweier imaginftrer Wurzeln von dem 
zweier reeller Wurzeln reducirt sich darauf, das Vorzeichen 
zu bestimmen, das man erhält, wenn in eine gewisse Function 
f(x} eine Wurzel tr, welche eine andere Function F[.r) annnl- 
'irt, eingesetzt wird. Jl^ehmen wir die Gleichung: 
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die wir in den Artikeln XK und XXXVI des ersten Buches 
betmndett hüben, zum Beispiel. Setzte man die Zahlen 2 and 
ü in die Fimctionen: 

so fand man folgende zwei Reihen: 

(21 ... + -H _ - + _ 

120 168 4:8 82 30 21 

10 12 

(3) . ■ . + + + - - - 

120 288 180 26 43 32. 

[2291 Die nach Aitikel XXXI des eraten Buchea gebildete 
Reihe der IndiceB schliesat mit den Zahlen 0, 1, 2. Hieraus 
folgt, 1, dass die Gleichung /"'[jt) eine zwiachen 2 nnd 3 ge- 
legene Wurzel hat, nnd dass diese Gleichnng in diesem Inter- 
vall nnr eine Wurzel besitzt, 2. dass man zwischen diesen 
Grenzen 2 und 3 zwei Wnrzeln der Öleichnug /'(x) = suchen 
muBS und man bis jetzt nicht weiss, ob diese Wnrzeln reell 
sind oder in dem Intervall verloren gehen. Um die Natar 
dieaei' Wurzeln zu erkennen, mnss man eigentlich in f/\ 
den esacten "Werth der Wurzel « der tileichnng f'[x) = 
einsetzen und das Vorzeichen von /'[«) bestimmen. Ist dieaes 
letztere Vorzeichen positiv, ao sind die zwei gesuchten Wnrzeln 
reell; die eine liegt zwischen 2 nnd o, die andere zwischen a 
und 3. Dies folgt angenscheinlieh aus den Principien, welche wir 
im ersten Buche bewiesen haben. Ist hingegen das Vorzeichen 
von f[a] negativ, so ist man sicher, dass die Wurzeln imaginttr 
sind; denn die Reihe der Vorzeichen verliert auf einmal zwei 
Vorzeiehenweehael, wenn die eingesetzte Zahl von einem Werth, 
der unendlich wenig kleiner ala a ist, zu einem Werthe, der 
unendlich wenig grösser als u ist, übergeht. Aber um dieses 
letzteren Schlusses ganz sicher zu sein, genügt es nicht, in 
f[x] an die Stelle von j; einen sehr angenäherten Werth dea 
a zu setzen; denn man sieht ein, dass das Vorzeichen von 
f[x) für einen gewissen Werth des x zwar positiv sein, hin- 
gegen, falls mau die eingesetzte Zahl um eine sehr kleine 
Orösse ändert, negativ werden könnte. Die ganze Schwierig- 
keit besteht darin, obgleich man x nur einen angenäherten 
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Wertfa a, der kleiner ab a ai, oder einen angenäberten Wertb '/, 
der grösser ab u ist, beilegt, dennoch das Vorzeichen von 
([t] bestimmen zn kennen. Diese Frage lösten wir, indem 
wir nicht allein die Werthe der Resnltate f[a] nnd f'h], son- 
dern auch die \on f'.a] und f'[h), der Fluxionen erster Ord- 
nung, betrachteten. Ist in der That der Werth a sehr nalie 
bei ß und hat das Resultat f[a) einen sehr grossen positiven 
Werth, so ist es sehr wahrscheinlich, dass das Vorzeichen von 
f{a) positiv sei; dennoch muas das Verhalten, wenn die Fluxion 
f'{a] negativ nnd durch eine sehr grosse Zahl ausgedrückt ist. 
nni«Taucht werden; denn in diesem Falle nimmt die Function 
fix) sehr schnell ab; es wäre daher immerhin möglich, dass 
aie bei einer sehr kleinen Werthfinderuug des a negativ 
würde und schliesslich doch wieder, weil die Flniiou f'[.r] 
selbst positiv und sehr gross werden würde, einen positiven 
Werth annehmen kitunte, [230] Die von nns im Artikel XXIV 
und den folgenden des ersteo Bnches gegebene I^osung be- 
steht darin, die Werthe von f[a), f'(a], f[bj, f'[b] und des 
Intervalles h — a in die Rechnung einzuführen. Durch Ver- 
gleichen dieser Grössen gelingt es, das Vorzeichen von f{uj 
ohne irgend welche Unsicherheit zu erkennen. Man kann die 
Frage aber anch von einem anderen Gesichtspunkte, den an- 
zugeben nützlich ist, beti'achten. 

XXXVI. Stellt man sich allgemein die Frage, das Vor- 
zeichen des Resultates, welches man durch Einsetzen der 
Wurzel « der Gleichung; 

F[-r) = U 

in /"(,(■; findet, zu bestimmen nnd sind dabei f{x) nnd F(x.} 
zwei gegebene algebraische Functionen, wobei der singulare 



so genügt es, die im ersten Bnch bezüglich der Grenzen der 
Wurzeln bewiesenen I'rincipien anzuwenden. 

Man hat zwei Grenzen a nnd b, zwischen denen die 
Gleichnng F{x) = eine reelle Wurael, nämlich den frag- 
lichen betrachteten Werth a, besitzt; diese zwei Gren 
und b können immer nahe genug aneinander gebracht werden, 
so dass die zwei Vorzeichenreiben der Resultate: 

i''"")(a), J'"'t"'-'>(a), . . ., F"'[a), F"{a), F'ia], F{a]. 
- ■M'»)[6), ^'«-0(0), . . ., r"{b), r[h), F'{b), F{b] 




f 
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erkennen lassen: die Gleicliiing F{j.') hat zwischen a und b 
wirklich nur eine reelle Wurzel. Setzen wir das Beatehen 
dieser Bedingung voraus, so wird man dann dieselben Grenzen 
a und b in die ans der anderen Function f[x] abgeleiteten 
Functionen, nämlich: 

fi-\xj, /■("-')(,.), . , ., r"w, rw, r'M, nt), 

zen nnd prflfen, ob ans dem Vergleich dei 
'"orzeichen: 



einsetzen nnd prflfen, ob ans dem Vergleich der zwei Reihen 
Ton Vorzeichen: 



^<")fj), /<"-"{6), . , ., r"{b], /"(ö), f'H m 



(2). 



( 
( 

{ 



folgt, dass die Gleichung fix) keine Wurzel zwischen a nnd b 
haben kann ; [231] man wird also sehen, ob die Indicesreihe, 
welche den Reihen (2) eigenthUnUich ist, die Null als letztes 
Glied aufweist. Findet diese letzte Bedingung gleichzeitig mit 
der vorangehenden statt, hu erkennt man mit Sicherheit das 
Vorzeichen von f{oi)\ dieses Zeichen wird dasjenige sein, 
welches den zwei Grössen f{a) nnd f{h) gemeinsam ist. In 
der That folgt aus der zweiten Bedingung, dass alle zwiseheu 
a und b gelegenen Grössen, wenn man sie in f[x) einsetzt,' 
Kesultate gleichen Vorzeichens ei^eben; aus der ersten Be- 
dingung aber folgt, dass der exacte Werth von a zwischen 
und b liegt. Daher ist das Vorzeichen von f[a) bekannt: 
ist das von f{a) nnd ({b). Um dieses Vorzeichen zn bestli 
men, genügt es, die Grenzen a und h so nahe aneinander 
bringen, dass, während die Wurzel « nicht aufhört zwischen 
a und h zu liegen, — dieses erkennt man durch die Vor- 
zeichen der Reihen [1) — , die Vergleichimg der Reihen (2) als 
letztes Glied der Reihe der Indicos ergiebt. Sieht man nun 
von dem Falle ab, in dem bei diesen zwei Functionen die 

singulare Relation F[x] =: statthat, so ist man sicher, 

dass man leicht die Grenzen a und b, welche beiden Be- 
dingungen genfigen, linden wird; denn da die Function J*'(x) 
durch die Ordinaten einer gewissen Curve ausgedrückt ist un(" 
die algebraische Function f[x) auch die Ordinaten einer zweitt 
Curve darstellt, so können die zwei Grenzen a und b, zwischen 
denen sich ein Schnittpunkt der ersten Linie mit der Ab- 
sotssenaxe betindet, allgemein gesprochen, zwei Ordinaten der 
(weiten Curve, zwischen denen diese zweite Curve keinen 
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Schnittpunkt hat and &ei von jeder Windung ist, entsprechen. 
Daher wird der Vergleich der Keihen (2) als letztes Glied der 
lieihe der Indices ergeben. Folglich werden die zwei ana- 
gespiüchenen Bediii gongen zusammen besteiieii, und das Vor- 
zeichen von f[a) wird bekannt sein. 

XXXVII. Diese Betoerkung ist nicht auf die Ftinctionen, 
welche nur eine Variable enthalten, beschränkt. Man kann 
allgemein die folgende Frage, welche sich bei wichtigen An- 
wendungen der algebraischen Analysis darbietet, auflösen. Sg 
sei eme algebraische Function f'{x, y,«,.. .) mehi'erer Variablen 
vorgelegt, nnd die Werthe von x, y, z, . . . seien nnr nähe- 
rungsweise bekannt; es handelt sich darum, mit Sicherheit das 
Vorzeichen, welches dnreh Einsetzen der esacteu Werthe fto 
r, y, X, . . . in f(x, ij, x,, . . .] erbalten wird, zu erkennen. 
[232] Dabei setzt man voraus, dasa für jeden dieser Werthe 
zwei Grenzen, zwischen denen er liegt, bekannt seien. Um 
ein aieherea Criterinm zu haben, muss mau beui'theileii, ob 
diese Grenzen nahe genug beieinander liegen, so dass die rer- 
schiedenen Eeaiiltate, die man durch Substitution irgend welcher 
zwischen diesen Grenzen gelegener Werthe von x, y, t, , . . 
erhallt, aämmtlich von demselben Vorzeichen aind. 

Im Artikel XXXVI haben wir dieses Criterium für den 
Fall emer einzigen Variablen angegeben; wie man im Laufe 
dieser Untersuchungen sehen wird, ist dieser Satz allgemein 
gültig. Es ist immer leicht, die zwei Grenzen, welche jeden 
der Werthe ,k, y,' .:, - - . einschUesseu, so nahe zu bringen, 
daas das Vorzeichen dea Resultates sich sicher nicht ändert, 
wenn man den Variabein irgend welche zwischen diesen Gren- 
zen gelegene Wertihe beilegt. 

XXXVUI. Dieser Satz bezieht sich, allgemein gesprochen, 
auf die verschiedenen Punkte der Curven oder krummen 
Flächen und auf irgend welche Werthe der Variablen x, y, s,..., 
aber es giebt besondere Werthe, auf welche man ihn nicht 
direct anwenden kann. Diese Fälle erfordern einen besonderen 
Process, dessen Ursprung wir angeben wollen. Man stellt sich 
die Aufgabe, das Vorzeichen des Resultates, das man erhält, 
wenn man in der algebraischen Function fix] an Stelle von X 
einen die abgeleitete Function f'{xj annullirenden Werth a ein- 
setzt , zu bestimmen. Dieser Werth a ist nicht genau be- 
kannt, aber man weiss, dass er zwischen zwei sehr nahen und 
gegebenen Grenzen a und 1/ liegt. Diese letztere Frage ist 
genau dieselbe, welche wir zuerst betrachtet haben, und welch« 
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die Unterscheidnog des Falles zweier reeller Wurzeln vun dem 
Falle zweier imtigiiiHrer Wurzeln Kiim GegenaUnd hatte. Man 
aiebt dies klar An dem im Artikel XXXV citirten Beispiel. 
StÄnde die zweite Function f'[x] nicht zu der ersten f{x} in 
ilem singulären Verhältniss, hätte man also statt /"(x) eine 
gewisse, von f{x] unabhängige Function F{r], so würde man 
prüfen, ob die zwei Grenzen a und b, zwischen welchen a 
^fgt, nahe genug sind , so dass die Vergleichnng der zwei 
Keihen von Vorzeichen: 
,2331 /^"'(-i), /-C"-'),«) /■'■[«), fta], f{<,\ 

als letztes Glied der Indiceareihe ergiebf; würde diese Be- 
dingung zunächst nicht eintreten , so würde man die zwei 
Grenzen n und h näher bringen, bis die Bedingung emtritt; 
dies ist im allgemeinen Fall leicht. Dann würde das gesuchte 
Vorzeichen von f{a) dasjenige sein, welches f{a] und /'(&) ge- 
roeinsam zukommt. Aber in dem von uns betrachteten be- 
sonderen Falle erhielte man,' wie sehr auch die Grenzen a 
und b näher gebracht würden, doch nicht die letztere Be- 
dingung; das letzte Glied der Reihe der Indiees würde nie- 
mals werden. Wären die im Intervall von u bis 6 ge- 
sncbten zwei Wurzeln reell, so würde es gelingen, die zwei 
Wurzeln zu trennen , indem man die Grenzen näher bringt 
wären sie aber imaginär', so würde die Unsicherheit immei 
bestehen, denn dtis letzte Glied der Keihe der Indiees, welche 
dnrch die oben stehenden Reihen gegeben wird, wtlrde niemals 
werden, sondern immer gleich 2 sein; der Werth von x, wel- 
cher die Ordinate f'{x] der zweiten Curve zu Null macht, ent- 
spricht nämlich in der ersten Curve einem besonderen Punkte, in 
dem die Tangente parallel der Abscissenaxe ist. Uas letzte 
(jlied der Reihe der ludieea kann nur in dem Falle sein, 
in dem der Cui'venbogen, welcher dem Intervall der Grenzen 
entspricht, keinen Punkt des Maximums oder Minimums auf- 
weist. Man sieht daher, dass der im Artikel XXXVI ausge- 
sprochene Satz hier nicht ebenso angewandt werden kann, wie 
wenn die zwei vorgelegten Functionen in keinem speciellon 
Verhältniss stehen. Nachdem man den Grund für die Schwie- 
rigkeit des Falles, mit dem wir uns beschäftigen, erkannt hat, 
bieten sich verschiedene Mittel zur Lösung dar; eines der ein- 
fachsten und sehr leicht anwendbaren wollen wir augeben: 
Anstatt die zwei Functionen f{x) und f'{x} zn betraobteu, 
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eraetze man de dnicli f{x] -\- f'[,r) mtcl f'\x). Ein Werth a von 
X, welcher f'[x] zu Snil macht, liegt zwischen a und h; es 
handelt sich dämm, daa Vorzeichen von /"[«) mit Sicherheit 
zu bestimmen. Sei (/i(:r} = /(^j + /"(j-), so sieht man, daas 
das geauchte Voraeichen von f[a] anch dasjenige von (p[u\ 
ist; denn f'{a) wird nach Voranssetznng Nnll. [234] Man 
kann daher ebenso verfahren, wie wenn die vorgegebenen Func- 
tionen ip[x) nnd f'i/) wjiren. Jetzt ist der eingnläre Punkt, 
bei dem die Tangente parallel der ^Axe ist, beseitigt; er be- 
findet sich nicht mehr nothwendig in dem Intervall der Gren- 
zen a und h, welches die Wurzel k der Gleichung ['{s) = 
umfaäst. Man muss daher pi-üfen, ob die Grenzen a und h 
derartig sind, dass die Reihen: 

f/">[ffi}, . . ., rp"'{a), tp"[a), tp'{a], <f'{a\ 
-f('')[6), . . ., y'"(i), r/(fi), (p'lh), rplb) 

fOi die Gleichung <p{x) eine Reihe von Indices, deren letztes 
Glied Null ist, besitzen; tritt diese Bedingung zunächst nicht 
ein, so gelaugt man leicht, indem man die Grenzen näher 
bringt, zu zwei benachbarteren Grenzen a' und b', welche als 
letztes Glied der Reihe der Indices ei^eben; gleichzeitig 
werden die Grenzen a' und b' immer die Wui-zel a der Glei- 
chung /"'{j:} ^ umfassen. Wenn diese Bedingungen statt 
haben, so wird man das gemeinsame Vorzeichep von ip(a'] 
und 'p[h'] bestimmen; dieses Vorzeichen wird das von tp(a\ 
sein und folglich dasselbe wie das Vorzeicheu von /fa), welches 
man zu bestimmen hatte. Ist daa gefundene Vorzeichen ent- 
gegengesetzt zu dem von f(a') und f{b'], so sind die zwei 
Wurzeln reell; ist es dasselbe, so Bind die zwei Wurzeln 
imaginär. 

Man mnss besonders bemerken, dass die Substitution der 
Grenzen a und h in die Function ip{x} und die ans rp{x) ab- 
geleiteten Functionen sieh sehr leicht vollzieht; denn die Func- 
tion ip[x) ist ja gleich f{x] -j- f'{x). Nun haben die voran- 
gehenden Operationen, welche zur Aufünduug der ersten Nähe- 
rungsgrenzen gedient haben, die Hesnltate der Substitutionen 
in /■(x) nnd in alle aus f{x] abgeleiteten Differentialfnnctionen 
kennen gelehrt; folglich wird man den Fall der imaginären 
Wurzeln allein aus dem Anblick der schon gebildeten nume- 
rischen Resultate entscheiden tuid erhSlt so eine esacte und 
sehr änfsehe Lösung der vorgelegten Frage, 



Die Auflösung der beatimmteo Gleiclmngen. 



227 



XXXIX. In dem oben citirten Beispiele sind die den 
Oreozen 2 nnd 3 entsprechenden Reihen: 

-23fi] A4 rw, nA n^). rw, n^-. 

(2) . . . + 4- - - + - 

120 168 48 83 30 21 



1 



(3) . 



12(1 -288 180 



Mit Hilfe der Reihe (2) wird man dadurch eine ent- 
aprechende Keihe [2)' bilden, dass man zu jedem Oliede der 
Reihe [2) das ihm links in deraelben Reihe voranfgehende Glied 
hinznaddirt nnd das Yorzelchen des Resultates hinschreibt; 
ebenso muss man mit der Reihe (3], nm die entsprechende 
Reihe (3]' zn erhalten, verfahren. Hierdnreh findet man; 

(2)' . . . + -t- -1- - - + 











(3)'... + + + + __. 

Da das letzte Glied dieser neuen Indexreihe nicht Nnll ist, 
so schliesst man, dasa die Grenzen 3 und 3 nicht nahe genng 



bei einander liegen, um die Frage aofort Ißsen 
wird daher eine zwiachenliegende Zahl 2,2 in di 
reihe einaetzen nnd erhalt die folgende Tabelle: 



können. 
Functionen- 



r[x), rix), r'[x), /■», 



30 



n^-) 



(3,2) . 



(3). 



88,08 12,87:J I6,G924Ö 



120 



288 



43 



33 



Die Grenzen für die zwei angezeigten Wurzeln sind |et?t 
2,2 und 3. Bildet man die Reiben (2,2)' und (3)' auf die 
oben dargelegte Art, d. b. addirt mau jedes Glied der Reihen 
(3,2) nnd (3) zu dem ihm linka unmittelbar voi aufgehenden 
Gliede derselben Reihe, so findet man: 

(2,2)'.. + + + ___ 



















(3)', 
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[236] Das letzte Glied der Eeihe der Indices, wel 
die Reihen (2,2) und (3) gegeben wird, lautet 2; man mnas 
daher zwischen den Zahlen 2,2 und 3 zwei Wurzeln der Glei- 
rhung f[.v] ^= suchen; man weiss noch nicht, ob diese zwei 
Wurzeln reell sind oder im Intervall dieser Grenzen verloren 
gehen. Die Gleichung f'{x) = hat sicherlich zwischen 3,2 
und 3 eine reelle Wurzel; da die drei letzten Glieder der 
Ueihe der Indicea 0, 1, 2 sind, so erkennt man durch Ein- 
setzen der Wurzel « der Gloichnng f'{x) = in f[x}, ob die 
zwei Wurzeln der Gleichung f[x'i = reell oder imaginär 
sind; ist das Vorzeichen von f[a) positiv, so sind die Wurzeln 
sicher reell; wenn das Vorzeichen von {{a] negativ ist, so 
sind sie imaginär. Betrachtet man nun die Reihen [2,2]' und 
■3)', welche nicht der Function f[:r), sondern der Function 
f[T) + f'{x] entsprechen, so sieht man, dass zwischen 2,2 und 
3 keine Zahl, welche den Anadrnck f[x] + f'[r) aunullirt, 
gelegen sein kann. Dies folgt daraus, dass die Reihe der 
dnrch (2,2)' und {'A)' gegebenen Indices die Null zum letzten 
(lliede hat. Jede zwischen 3,2 und 3 gelegene Zahl ei^ebt 
daher, wenn man diese Zahl in den Ausdruck f[x) -\- f'[x) 
einsetzt, ein Resultat desselben Voreeichens. Nun liegt die 
Wurzel ß der Gleichung f'{x) ^ zwischen 2,2 und 3. Da- 
her hat der Ausdruck f[a] -\- f'{u) das Vorzeichen — , und 
da f'(a) nach Voraussetzung Null ist, so folgt, dass f[a] eine 
negative Zahl ist. Mithin sind die zwei gesuchten Wurzeln 
imaginär. 

XL. Das soeben gegebene Verfahren lüst die Frage, welche 
die Unterscheidung der imaginären Wurzeln zum Gegenstande 
hat, leicht und zwar in allen möglieben Fällen ; es ergiebt sich 
folgende Regel: 

Hat man die zwei Vorzeichenreihen [a] und [h\, welche 
den Grenzen entsprechen, zwischen denen man die zwei Wur- 
zeln einer (j^leichung suchen muss, gebildet, so musa mau die 
Reibe der Indices, welche die Vergleichung dieser zwei Reihen 
liefert, hinschreiben. Die drei letzten Glieder dieser Reihe 
sind nach Voraussetzung 0, 1, 2, so dass die Gleichnng 
j"[x) = zwischen o und h eine einzige Wurzel hat; [237j 
man weiss noch nicht, ob die zwei Wurzeln der Gleichung 
f{x) = reell oder imaginär sind. Um dies zu entscheiden, 
ersetzt man jede der Iteihen von Vorzeichen [a] und (b) durch 
zwei andere f.-l| und {B), indem man zu jedem Gliede der 
Reihe das ihm linker Hand voranfgehende Glied derselben 
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ßeUie addirt. Vergleicht man die zwei Reihen [A) und [B., 
indem mau eine neue Reihe von Indices bildet, und findet man 
als letztes Qlied dieser neuen Reihe 0, so ist die Frage ge- 
löst, lät aber dieser letzte Index nicht Kuli, ao muss man 
die zwei Grenzen (a) und [b] näher aneinander heranbringen, 
ishxt man nach derselben Ke^el zu operiren fort, so werden 
entweder die zwei gesuchten Wurzeln getrennt, — dies be- 
weist ihre Reellitfit, — oder es wird der letzte Indes der 
nenen, durch die Reihen (A) und {II] gegebenen Indesreihe 
Null. In diesem Falle ist das letzte Vorzeichen der Reihe [A] 
genau dasselbe wie das letzte Vorzeichen der Reihe (ß); ist 
dieses gemeinsame Vorzeichen dasselbe, welches f(x] in den 
ursprünglichen Reihen (o) und (fc) hat, ao sind die zwei ge- 
suchten Wurzeln imaginär. Wenn aber das den zwei letzten 
(ilJedern der Reihen [A] und (B) gemeinsame Vorzeichen ent- 
gegengesetzt zum Vorzeichen von f{a) und flh) in den ur- 
sprünglichen Reihen (a) und (b) ist, so sind die zwei gesuchten 
Wurzeln reell. Die Anwendung zeigt, wie leicht der Oebrauch 
dieser Kegel ist; sie löst die Hauptfrage, welche die Unter- 
suchung der Grenzen darbietet, schnell auf. — Man könnte 
dieser Lflsnng verschiedene Formen geben; denn man würde 
offenbar zu denselben Sätzen geführt werden, wenn mau zu der 
ursprünglichen Function f{j:) von f'{x) verschiedene Functionen 
hinzufügt, welche auch die Eigenschaft haben. Null zu werden, 
wenn man r, den Werth, den wir mit a bezeichnet haben, 
beilegt. Durch Benutzung der Function fix] ist die Rech- 
nung auf eine ausserordentlicli einfache Form reducirt; denn 
es genügt, zu jedem Term einer Reihe den voranfgeheuden 
Term derselben Reihe hinzuznaddireu. 

XLL Hatte man allein die Angabe einer exacten und 
leichten Lösung des Problems der Unterscheidung der imagi- 
nären Wurzeln im Auge, so könnte mau sich auf das, was 
wir in den Artikeln XXII und den folgenden des ersten Buches 
bewiesen haben, beschränken ; aber die Wichtigkeit dieser 
Untersuchungen und ihre Beziehungen zu der Theorie der 
Gleichungen, welcte mehrere Unbekannte enthalten, erfordern 
eine Vermehrung der Lösnngsmethoden. [23S] Deshalb habe 
ich mir die Aufgabe gestellt, auf dieselbe Frage die Auuähe- 
i-ung zweiten Grades und dann die der Kettenbrllche anzu- 
wenden. 

Wir wollen den Fall, bei dem die Vorzeichen der zwei 
Reihen (a) nnd Ib]: 



fi"{r), . 



, r'w, rw, 



+ 



(6). 



lauten, betrachten; die Sätze, welche die Prflfung dieses Falles 
crgiebt, wii'd man dann auch leicht auf alle anderen Fälle an- 
wenden können. 

Da die drei letzten Glieder der Beihe der Indicea 0, 1, 2 
liinten, so sieht man, dass man zwischen den Grenzen a und 
I' zwei Wur/eln der Oleiehnng f{x] = sncheu musa, und 
liaas ea sieh darum handelt, zu erkennen, ob diese zwei Wur- 
zeln thataächlich esistiren oder imaginär sind. 




Fig. n. 



Die Fig. 17 stellt den Bogen, dessen Gleiebung if ^ f[x] 
lautet, im Intervall der Grenzen a und h dar Bezeiohnet 
man mit a den ersten Säherungswerth, welcher der Abscisae 
Oi( äquivalent ist, so wird man für x in fj n -\- x — « 
setzen und die Function f[a -~\- x ~^ a] dann, wie fol^, ent- 
wickeln : 

I- 



-.f[a^z- 0) = fa + (r - a] fa + [x -af-^ f\a ■ - .r). 
Das Glied, welches die Keihe vervollatändigt, enthält 
f"[a . . . t], d. h. eine Function f" einer gewissen, zwischen a 
und X gelegenen Grösse; diese letztere bildet man, indem man 
zn a einen unbekannten , zwischen nnd ,;■ — a gelegenen 
Wei1:h hinzuaddirt; man wendet hier das Theorem an, welches 
in der Einleitung im Artikel IX vorgebracht wurde. Man 
beachte jetzt, dass die Werthe der Function f'.r im Intervall 
der Grenzen a und /' sämmüich positiv sind, 
wenn man von der Absciase a bis zu der Abscisae h tiber- 
geht, immer wachsen. Dies fol^ offenbai' ans den Vorzeichen, 
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welche die zwei Reihen (a) und [b) unter den Functionen fx 

und f'"x aufweisen. Daher ist der kleinste Werth, den der 

Ausdruck f"(a . . . x) annehmen kann, gleich /*"(«) und der 
grösste ist f"{b). Hieraus schliesst man: 

fx':> fa+ix — a) fa + [x — af • \f"a. 

[239] Diese Bedingung besteht im ganzen Intervall der 
Grenzen. Wenn man nach der Bestimmung von fa, /*'«, f'a 
eine Curve beschreibt, welche x als Abscisse und 

fa+{x— a) fa + (x — a)'- • | f'a 

als Ordinate hat, so wird der Bogen nijcv, welcher dieser 
Curve angehört, unterhalb des Bogens mpn, dessen Ordinate 
fx ist, verlaufen; dies wird im ganzen Intervall ab statthaben. 
Im Punkte m sind die zwei Ordinaten gleich, und ihr gemein- 
samer Werth ist fa. Die abgeleiteten Functionen erster Ord- 
nung sind für die eine der Curven fx und fttr die andere 
fa + [x — a)f'a. Diese Functionen werden für x = a gleich, 
so dass die Bogen mpn und mrcv im Punkte m einen Con- 
tact erster Ordnung haben. Von diesem Punkte an trennen 
sich die Linien, und die zweite mjtv verläuft unterhalb der 
ersten mpn. Wenn daher der Bogen niTTv der Parabel die 
Axe ab nicht schneidet, so ist man a fortiori sicher, dass 
der Bogen mpn diese Axe auch nicht schneidet; in diesem 
Falle sind die zwei gesuchten Wurzeln imaginär. Man wird 
daher die Gleichung zweiten Grades: 

fa + dfa+^ra = 

ansetzen und die Werthe für ö suchen. Sind die Wurzeln 
dieser Gleichung zweiten Grades imaginär, d. h. findet die Be- 
dingung: 



( f"al 



f a 



statt, so sind die zwei Wurzeln der Gleichung fx = sicher 
imaginär. Man kann auch den Nenner verschwinden lassen, 
man hat dann die Bedingung: 

{faf<: 2fa-f'a. 
Hat dieselbe statt, so gehen die zwei Wurzeln der 
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vorgelegten Gleichung fx = Oim Intervall der Grenzen n und h 
Terloren. 

Betzen vir jetzt vorans, daas in der Gleiclinng: 

fi = f{n + x-«] = fa + {x-a]ri> + lt-a)'^ir['--yi 
die Grösse f"{a . . . x) dnich den grösslen ihrer Werthe, f'h, 
ersetzt ist, ao hat man: 

fj:^fa + {x- a]ra + (r ~ af ■ i/"7,. 
[240] Beschreibt man daher den Bogen mti'r', dessen 
Ordinate 

fa + {x-a)ra + [.,:-„]■- -in 
ist, so wird dieser Bogen im ganzen Intervall tb ttber dem 
Bogen mpji liegen. Der Wertli der Fln\5on erster Ordnung 
ist für eine der Cuiven fr, und für die andere f'a-\-{x — a)f'h. 
Für beide Cnrren ist der Werth im Punkte m gleich f'ir. 
mithin bat der Bogen m-Ti'v der Parabel mit der Cnrve mpv 
im Punkt« m eine Berührung erster Ordnung und lon diesem 
Punkte m aus verläuft der Bogen mrt' v' im ganzen Intervall 
ah Bber der Curve. Sehneidet also der Parabelbogen niTi'r' 
die Axe ah, so iat man a, fortiori sicher, daas der Bogen 
wpn auch die Axe achneidet, d. h. die zwei gesuchten Wur- 
zln sind reell. Man wird daher die Gleichung zweiten 
Grades: 

aufstellen und die Werthe des Ö suchen; sind diese Wei-the 
reell, d. h. hat man die Bedingung: 

so muss man sehliessen, daas die vorgelegte Uleichimg p- =^ 
im Intervall der Grenzen a und b zwei reelle Wuraeln hat. 

Zu ähnlichen SchlUssen gelangt man vermöge der Betrach- 
tung des anderen Kndes n des Bogens mpn. Setzt man in 
der That b — {h — x) an Stelle von x in die Function fx, so 
hat man: 

fx = fb-[b^x]rh-^{h- xf -ip/ ■ ■ b], 
der Ausdruck {x . . . b] bezeichnet dabei eine unbekannte, 
zwischen x und b gelegene GMaae. [241] Der grösate der 



Die Anflösnng der bestimmten Gleichungen. 233 

Werthe, den man erhält, indem man an Stelle von x in die 
Function f"x eine zwischen a und h liegende Grösse einsetzt, 
ist nach Voraussetzung f"h\ der kleinste ist fa\ man hat da- 
her diese zwei Bedingungen: 

fx<Jh-[h- x)f'h + [h- xf .^f'b, 
fx>fb-(b- x) f'b + (6 - xf ■ \f"a. 

Betrachtet man jetzt x als variable Abscisse und beschreibt 
die Bogen, welche 

ß-(b-x)y'b + (b-xf.\f\ 

fh-[i-x)fb + [b-xf.\ra 

ZU Ordinaten haben, so hat man zwei parabolische Bogen, von 
denen der erste im Intervall der Grenzen a und h immer ober- 
halb des Bogens mpn^ der zweite immer unterhalb des 
Bogens mpn verläuft. Man erkennt also, dass, wenn der obere 
Bogen die Axe ah schneidet, der Bogen mpn auch die Axe 
schneiden wird, und dass folglich die zwei gesuchten Wurzeln 
reell sein werden; schneidet aber der untere Bogen nicht die 
Axe der a;, so ist man sicher, dass der Bogen mpn die Axe 
auch nicht schneidet, und dass folglich die zwei gesuchten 
Wurzeln imaginär sind. Man wird daher die Gleichung zweiten 
Grades : 

fh-dfh+^rh = o 

aufstellen und daraus die Werthe von ö entnehmen. Sind 
diese Werthe reell, d. h. hat man die Bedingung: 

(■f^)* > ^ Tb °^'' ('"*'* > ^ ''^ ■ ^"^' 

SO sind die zwei Wurzeln der Gleichung fx = reell. Setzt 
man ebenso die Gleichung: 

an, so schliesst man, dass, wenn man die Bedingung: 

[f'b)' <2fb. f'a 
hat, die zwei Wurzeln der Gleichung fx = imaginär sind. 
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^842] XLII. Vereinigt man die vorstehenden Resultate, so 
gelangt man zu dem Brgebnias : 1. die zwei gesnchten Wurzeln 
sind aieher reell, wenn man die eine oder die andere der zwei 
so ansgedrfickten Bedingungen : 

lfa}->2fa-rb (1) 
(f'b)^>2ß.f"h (2) 

hat; 2. die zwei gesuchten Wurzeln sind sicher ima^är, wenn 
man eine der zwei Bedingungen: 

(A)'< 2 /■«■/■"-. (3) 
(f'h)'<2fb.ra [4) 
hat 

Es kann eintreten, dass keine der vier Bedingungen (1), 
i2), (3), (4) erfiUlt ist, d. h. die vier entgegengesetzten Be- 
dingungen finden alle auf einmal gleichzeitig statt. In diesem 
Falle sind die Grenzen a und b nicht nahe genug, um ver- 
möge einer einzigen Operation zu erkennen, ob die Wurzeln 
reell oder imaginär sind; man muss diese Grenzen näher 
bringen, indem man in fr, einen numeriachen, zwischen a und 
/' gelegenen Werth einsetzt. Wenn das Resultat dieser Sub- 
stitution die zwei gesuchten Wurzeln trennt, so erkennt man, 
dass sie reell sind, und die Frage ist gelöst; wenn aber diese 
Substitution die zwei Wurzeln nicht trennt, so besteht die Un- 
sicherheit noch, und man mass zu einer zweiten Operation 
schreiten, um zu entscheiden, ob die Wurzeln reell oder ima- 
ginär sind. Man wird daher prüfen, ob durch Verwendung 
der zwei neuen Grenzen «' und b', welche a und h ersetzen, 
die eine der vier Bedingungen (ij, (2), (3), (4) erföllt wird; 
dann wird die Natur der Wurzeln bekannt sein. Es ist augen- 
scheinlich unmöglich, daas man durch Fortsetzung der Annähe- 
rung der Grenzen nicht dazu gelangt, eine oder mehrere der 
vier Bedingungen, um die es sich handelt, zn erfllllen. Man 
wird daher die W'urzeln sicher durch diesen Process, welcher 
sich auf die Vergleichung von bekannten numerischen Wertheu 
reducirt, unterscheiden, 

XLUI. Wir haben vorausgesetzt, dass die zwei Vorzeioheu- 
rcihen, welche den Grenzen a und b entsprechen, 

[243] /■<'">(«) rv), TM, m, m 

(«)...+ + + - + 
(')■■•+ + + + + 
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lauten; bei dieser Annahme wächst der Werth von f"x mit x 
von ic = rt bis x = b, denn in diesem Intervall ist das Vor- 
zeichen von f'"x +. Wir werden jetzt den entgegengesetzten 
Fall, in dem die zwei Vorzeichenreihen (a) und (b): 

(a) . . . + . . . — + — + 

(^) ...+••• - -h + + 

lauten, pi*üfen. Die di-ei letzten Glieder der Reihe der Indices 
sind wieder 0, 1, 2; es handelt sich darum zu erkennen, ob die 
Gleichung fx = in der That zwei reelle Wurzeln zwischen 
a und b hat. Man schreibt: 

fx =zf[a-{-x — a) = /*a + (x — a) fa + - — ^ — -f"[<^ ' ' ^)- 

Da das Vorzeichen von f'*x im ganzen Intervall ab negativ 
ist, so nimmt der Werth von f"x ab, wenn x von x •=' a bis 
X = b wächst; wenn man folglich f"{a . . . x) durch f"a er- 
setzt, so vergrössert man den Werth von fx und man ver- 
kleinert ihn, wenn man f"b an Stelle von /*"(« , , . x) schi'eibt. 
Daher hat man: 

fx>fa+(x^ a) fa + ^^-^ f'b, 

fx <^fa + (x^ a)fa'\'^ -'- f"a. 

Beschreibt man eine Curve, deren Abscisse x ist und welche 
fa + [x — a)fa + (a; - a)* • \f% 

zur Ordinate hat, so verläuft der Bogen dieser Curve im ganzen 
Intervall ab unterhalb des Bogens mpn» Wenn dieser untere 
Bogen nicht die Abscissenaxe schneidet, d. h. wenn man die 
Bedingung hat: 

(faf < 2 /•« . r\ 

90 sind die zwei gesuchten Wurzeln imaginär. Die Curve, 
deren Abscisse x ist und welche 

fa + [x — a)fa + (a; — af '\f"a 

zur Ordinate hat, liegt im ganzen Intervall ab oberhalb des 
Bogens mj?n; daher schneidet der Bogen mj>?i sicher die Ab- 
scissenaxe, wenn der obere Bogen diese Axe schneidet. 



236 Joseph Fonrier. 

[244] Folglieh sind die zwei gesuchten Wurzeln, falls man 
die Bedingung: 

hat, reell. 

Man wird jetzt die zweite Grenze h betrachten und die 
folgenden Keanltate finden: 

fx>fh~{b-^ X) f'b + (fi -:«)». J f\ 
fx<fb-(b^ x)fh 4- (6 - ^)» ■ -J /■"«; 

dalier verläuft der Bogen mpn der Corve, deren Ordin&te fx. 
ist, oberhalb des parabolischen Bogens, dessen Urdinate 

fh-.[i-^)fb-\-{b-xY.\f"h 

ist, und unterhalb desjenigen parabolischen Bogena, welcher 

fb-{b-x)f'b + {b^xY.\ra 

zur Ordinate hat. Hieraus schlieast man, dass die zwei ge- 
suchten Wurzeln, wenn man die Bedingung: 

hat, reell sind und dass die zwei Wurzeln, wenn man die 
Bedingung : 

hat, imaginär sind. 

Man wird diese Resultate fttr den Fall, in dem das Vor- 
zeichen von f"'x — ist, mit denen, die man, falls das Vor- 
zeichen von f"'x ~\- ist, findet, vergleichen. Man schlieast 
allgemein: 1. dass die gesuchten Wurzeln reell sind, wenn 
das Quadrat der Function f'x einer der Grenzen das doppelte 
Produot der Function fx derselben Grenze in die Function f'jc 
derjenigen der zwei Grenzen, welche den grössten Werth ftr 
f'x ergiebt, Obersteigt; 3. dass die gesuchten Wurzeln ima- 
ginär sind, wenn das Quadrat der Function f'x einer der zwei 
Grenzen kleiner als das doppelte Product der Function fx 
derselben Grenze in die Function f'x Üeijenigen dieser zwei 
Grenzen, welche den kleinsten Werth fllr f'x ergiebt, ist. 

XLIV. Es bleibt nur noch die Betrachtung des Falles, wo 
der Bogen mpn (Fig. 18) nnterhalb der Abscissenaxe gelegen 
ist und seine convese Seite dieser Äxe zukehrt. Die zwei 
VorzeichenTeihen lauten: 



J 
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/'('»)a;, . . ., f"'x, fx, fx, fx 

+ + - + - 

4- + _ _ — 



[245] 

(a) . . . 

[b] ... 

oder 

(a) . . . 4- 

[h] ,.. + - - - - ■ 

Im ersten Falle hat man für die Grenze a: 

fx^fa+[x — a)f'a + {x — af • \f"a, 
fx<Cfa + {x^ a] fa + [x — af -^fh. 



+ - 




Fig. 18. 

Der Bogen mTt'v' liegt daher im ganzen Intervall ab über 
dem Bogen mpn\ der Bogen mTtv liegt hingegen in dem- 
selben Intervall unter dem Bogen mpn. 
Für die Grenze b hat man: 

fx>fb-~(b- x)fb + (6 - x)* 4 f\ 
fx<fb-{b^ x)fb + (6 ~ xf . \f"b\ 

der erste parabolische Bogen liegt daher im ganzen Intervall 
ab unterhalb des Bogens npm^ der zweite Bogen liegt immer 
über dem Bogen njpm. 

Setzt man die Gleichungen zweiten Grades für die Schnitt- 
punkte der zwei parabolischen Bogen mit der Abscissenaxe, 
wenn diese existiren, an, so schliesst man, dass, wenn man 
eine der Bedingungen: 

[f'aY > 2 /-a . fa, 
(f'hf >2fb. f"a 



hat, die zwei Wurzeln reell sind; die zwei Wurzeln sind ima- 
ginär, wenn man eine der zwei Bedingungen: 



hat. 

XLV. In d( 

und (4): 

w 

lauten, findet n 



(A)'<2r''-r'' 

B-eiteu Falle, wo die Vorzelclienreihen [ 



idet man für die Grenze a\ 

(x>fa + [T,-a]fa + [%- «)• ■ 4 f"b, 
fx </■<. + U - «1 f't +I.X -<,',•■ 4 /■"«, 



ind für die Grenze '/: 



ih- 



x)'-i,n>. 
x]'-iro- 



üine der zwei 



Die WursielE sind daher reell, wenn der Bogen ■ 
oder der untere, vom Punkte n ausgehende Bogen die Axe 
achneidet, d. h. wenn roaji eine der zwei Y 

[Ar > 2 /■«■/"'', 
[f'h)*>-2fb-rh 

hat; die zwei Wurzeln sind imaginär, wenn i 
Bedingungen : 

hat. 

XL VI. Jetzt ist die Zusammenfassung aller möglichen Falle 
in eine gemeinsame Kegel, deren Anadruck einfach ist und 
uns jeder Construction enthebt, leicht. E9 genngt zu be- 
merken, dass, wenn f'x negativ ist, sein gi'össter Werth der- 
jenige ist, welcher tmter dem Vorzeichen — die kleinste An- 
zahl von Einheiten enthält, nnd dass der kleinste Werth eined 
negativen f'x derjenige ist, welcher unter dem Vorzeichen — 
die gröäste Anzahl von Einheiten enthält, Die Kegel, welche 
zur Erkennung der Natur der zwei Wurzeln, die man im Inter- 
vall der zwei Grenzen a und h suchen muas, dient, lautet 
folgen dermaassen : Man hat die zwei Vorz eiche orei he n, welche 
den zwei Grenzen entsprechen, gebildet, und setzt voraus, dass 
diese Grenzen nahe genug sind, dass die vier letzten Indicea 
, 0, 1, 3 lauten; diese Bedingung ist immer sehr leicht eh 
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befiriedigen. Vorher hat man sich versichert, dasa die zwei 
Wurzeln, um die es sich handelt, nicht gleich sind; dieser 
singulare Fall ist leicht Kn unterscheiden. [247] Da die Werthe 
der Reanltate: 

fa, r«, /■«, 
r% fb, fi' 

dnrch die Operation selbst, welche die Grenzen a nnd b giebt, 
bekannt sind, so wird man die zwei folgenden Sätze ßnden: 

1. Die zwei gesuchten Wurzeln sind reell, wenn das 
Quadrat eines der zwei mittleren Glieder f'a odev f'b das 
doppelte Product des rechts von diesem mittleren GHede in 
derselben Zeile stehenden Gliedes in dasjenige der zwei äusse- 
ren Glieder f'a nnd f'b, welches am meisten Einheiten unter 
dem Zeichen -j- oder — enthält, Ilbertrifft. Man hat daher 
hier zwei verschiedene Bedingangen : wenn eine allein, und 
nm so mehr, wenn alle Kwei bestehen, so sind die Wurzeln 
reell. 

2. Die zwei Wurzeln sind imaginär, wenn das Quadrat 
eines der zwei mittleren Glieder fa oder fh kleiner ist als 
das doppelte Product des rechts von diesem mittleren Glieds 
in derselben Zeile stehenden Gliedes in dasjenige der zwei 
Glieder, welches die geringste Anzahl von Einheiten unter dem 
Vorzeichen -)- oder unter dem Vorzeichen — enthält. Hieraus 
folgen zwei verschiedene Bedingungen: wenn eine einzige und 
nm so mehr, wenn alle zwei bestehen, so sind die gesuchten 
Wurzeln imaginär. 

Wenn keine der vier soeben ausgesprochenen Bedingungen 
erfüllt ist, d, h. wenn die vier entgegengesetzten Bedingungen 
gleichzeitig bestehen , so zeigt dies an, dass die Grenzen ir 
nnd b nicht nahe genug sind, um durch eine einzige Operation 
die Natur der Wurzeln bestimmen zu können; man wird da- 
her das Intervall ab der zwei ersten Grenzen theilen; wenn 
die Wurzeln durch Substitution einer zwisehenliegenden Zahl 
nicht getrennt sind, ao wird man die soeben ausgesprochene 
Regel von Neuem anwenden. Setzt man diese Anwendung 
fort, so ist es unmöglicli, dass man nicht dazu gelangt, ent- 
weder' die Wurzeln, wenn sie reell sind, zu trennen oder zu 
finden, dass sie imaginär sind. 

Durch den Gebranch dieser Regel wii'd man erkennen, 
dass die Anwendung derselben leicht ist; es ist klar, dass 
man durch diesen Contact der Parabelbogen dazu gelangt, die 
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Natur der zwei Wurzeln bei den Gleichungen zu unterscheiden, 
bei denen die erste Annäherung, die sich auf den Contact der 
geraden Linie stützt, noch nicht Auskunft geben würde, ob 
die Wurzeln imaginär sind. [248] Unser Hauptzweck ist nicht, 
diese erste Annäherung, welche nichts bezüglich der Leichtig- 
keit der Rechnung zu wünschen übrig lässt, zu vervollstän- 
digen; wir hatten bei dieser letzten Untersuchung nur die 
Absicht, der Annäherung zweiter Ordnung grössere Ausdeh- 
nung zu geben und eine wichtige Eigenschaft derselben zu 
kennzeichnen. 






Anmerkungen. 



Jean Bnptiste Joseph Foiirier wurde nm 21. März 1768 
zn Anxerre ala Sohn eines Schneiders geboren. Im Alter von 
acht Jahren verwaist, verdankte der begabte Knabe dem Eln- 
flnsB des Biachof» von Auserre seine Aufnahme in die von 
den Benedictinem geleitete Kriegsschule seiner Vaterstadt. Da 
Foarier nicht nach Wnnaeh den militärischen Beruf einschlagen 
konnte, trat er 1787 in ein Kloster der Benedictiner, verliesa 
dieses aber 1789 nnter dem Einftuaae der politischen Ereig- 
nisBe, ehe er die Gelübde abgelegt hatte. Das Aufgeben des 
gastlichen Berufes hinderte seine ehemaligen Lehrer nicht, 
ihm sogleich an der Kriegsschnle von Anxerre die Professor 
für Mathematik, die er bis 1793 innehatte, zn flbertragen. Als 
nach dem Sturze von Eobespierre die öcole normale zu Paris 
begrtlndet wurde, gehörte auch Fotirier [Januar 1795) zu den 
1500 aasgezeichneten Schttlem, die aus allen Theilen Frank- 
reichs ausgewählt waren, um dort von den ersten Gelehrten unter- 
richtet zu werden; er vertauschte aber au der öcole sehr sehneil 
den Platz des SehfUers mit dem des Lehrers. Nach der 
raschen Schliessung der öcole normale, die rnu- vier Monate 
wirklich bestanden hat, wurde Fourkr bei Grllndung der dcole 
polyteobniqne in demselben Jahre (1795) in den 'Lehrkörper 
dieser Anstalt llbernommen und gehörte demselben bis 1798 
an. (Ueber die zwei erwähnten Lehranstalten vgl. Uaiessner 
in den Anm. zu Monye's darstellender (ieometiie. Ostwa!d'a 
Klassiker Nr. 117, 8. 184.) 

Wie Mmigf. begleitete ancli Kourier Bonaparte nach Aegyp- 
ten, wo er immerwährender Seerctär des Ägyptischen Instituts 
wurde und ungemein hervorragend diplomatisch und vielseitig 
wissenschaftlich thätig war. Erst mit den Trümmern des 
französischen Heeres verliess er (1801) Aegypten und wurde 
im Jannar 1802 zum Präfecten des Isire-D Sparte menta er- 
nannt; iu dieser Stellung eutwickelte er eine ausgezeichnete 
Verwaltungsthatigkeit (Eröffnung einer Strasse von Grenoble 
nach Turin durch den Mont Genevre , Austroeknnng von 
Sümpfen, Verbesserung des Unterrichts weseus u. s. w.), fand 
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aber trotzdem die Müsse, seine berühmten wäimetheOTeSscCi 
Arbeiten zn verfasaen, sowie an dem Werke über die Expe- 
dition nach Äegj-pten eifrig mitznaTbeif«n. 1808 ernannte ihn 
der Kaiser zum Baron. Als Napoleon 1815 ans Elba znrQck- 
kehrte, stand Fottrkr, der noch Präfect war, znerat anf Seiten 
der Bonrbonen, er floti dann Dach Lyon, unterwarf sich abei' 
dem Kaiser und wiu'de von diesem am 10. März zum Pra- 
fecten des Rhöne-Döpartements ernannt; in dieser Stellung blieb 
er jedoch mir bis zum 1. Mai. Da Fourier bei der Eflckkehr der 
Bonrbonen ohne Amt und fast mitteUoa war, Übertrug ihm der 
damalige Prät'ect von Paris, ein ehemaliger Schäler und Frennd, 
die Leitung des statistischen Büi'eaus. Die erste Wahl Fmt- 
rier'a (1316) zum Mitgliede der Acad^mie des Bciences wurde 
wegen seiner Haltung wahrend der hunderttägigen zweiten Re- 
gierung Napoleon's von Ludwig XVIII. nicht bestätigt; des- 
wegen trat er erst 1817 naeh einer zweiten Walil in die Aca- 
demie, deren beständiger Seeretäi' er bald wurde, ein; 182fi 
wurde er auch Mitglied der Acadämie ft'an^aiae; er starb am 
16. Mai 1830. Wegen eingehenderer Mittheilnngen über fmi- 
nVs Leben sehe man: 

Fr.Ärago, i^loge liiatorique de Joseph Fourier [lu ä la soance 
publique de l'acad. des sciences, le 18 novembre 1833). 
Oeuvres complftes de Fr. Arago^ t. I. Deutsche Ausgabe von 
G. W. Haitixl, Leipzig 1854. 

Leon Sagnet in la grande encyclopedie, 1. 17. (Paris). Artikel 
* Fourier t, 

Victor Cousm, fragmenta et Souvenirs. (Paria 1857. 3' öd.) 

Die wisaenschaftUchen Arbeiten Fourier^s zerfallen vorzflg- 
lich in zwei Klassen: einerseits seine Untersuchungen über die 
Theorie der Wärme, andererseits über die Auflösung der nume- 
rischen Gleichungen. Durch die erste Klasse von Arbeiten, 
als deren Mittelpunkt seine berühmte thtJorie analj-tique de la 
chalenr anzusehen ist, gehört er zu den Begründern der theo- 
retischen Physik. Die von Fourier in seinen wärmetheore- 
tiachen Arbeiten angewandten Methoden, ^e sich durch All- 
gemeinheit auszeichnen und auch in der ElektricitiLtslehre 
Anwendung gefunden haben, sind auch der reinen Mathematik 
XU gute gekommen; es sei nur an die Reihen und Integrale, 
welche Fouriei-'ä Namen tragen, erinnert. 

Die zweite Klaase von üntersuehungeu, die von liem Jahre 
1789, wo er in Paris der Academie Aber die Auflosung der 
uumeriachen Gleichnngen vortrug, ihren Ausgangspunkt nahmen, 
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beschäft igten ilin während seines ganzen Lebens; fiber dieaun 
Gegenstand trug er den Scbfllern der ecole polytecliniqnej den 
MitgliedeiTi dea ägyptiscben Instituts, als Präfect den Profes- 
Boren zu Urenohle vor und veröffentliclite auch verschiedene 
Anfsätne Über diese Fragen. Die >Analyae des equations 
dötermineea ■ sollte alle Untersuch nngen Fowi-iei-'s tlber die 
Theorie der Gleichungen zusammenfaaaen ; das Werk war anf 
sieben Bücher berechnet. Fowv'r konnte nur die vier ersten 
Seiten des Werkes gedrnckt sehen, ala ihn der Tod ereilte; 
nach seinem Tode fnnd man ausser dei' Einleitung und der 
allgemeinen Auaeinanderaetzung nur das Mannskript für den 
ersten Theil (die ersten zwei Bücher; mit Ausnahme der Aus- 
führung einiger in den Artikeln II nnd XIX dea zweiten Buches 
angekündigter Materien druckreif vor. Die Herausgabe dieaes 
Tbeilea besorgte Claude Navisr (1785^1836) und arbeitete 
dabei die von FovHer nur skiazirten Artikel XXIV — XXX des 
zweiten Buches nach Ulättem, auf denen Fmtrier die Eedac- 
tion begonnen hatte, und alten Mannskripten von Fowrier aus. 
Hierüber berichtet Navier in der von ihm dem Werke voraus- 
geschickten Vorrede; dort setzt er anch auseinander, zu wel- 
chen Zeiten Fourier die einzelnen Resultate fand. 1831 er- 
schien das leider unvollständig gebliebene Werk. 

Die Analyse dea equations d^termisgea ist heute selten 
geworden und ist anch nicht in den Oeuvres de Fourier*}, 
welche Gasto» Darhoux in zwei Bänden herausgegeben hat, 
abgedruckt. Die Uebersetzung schliesat sich wörtlich an den 
französischen Test an ; nur sind eine grfissere Anzahl von 
Dmok- und Flüchtigkeitsfehlern beseitigt worden; die zahl- 
reichen, gut gewählten Ueiapiele wurden ebenfalls revidirt. 
Die in eckigen Klammern beigesetzten Zahlen der Uebersetzung 
beziehen sich auf die Seiten der OrigiBslansgabe. 

Neben Charles .Sfttnw's bertthmter Arbeit >Mdmoire sur 
la resolulion dea ef[nation3 numeriquesti [Mömoire des savants 
ötrangers, t. 6, 1835), in welcher sieh das berühmte Slum- 
Hche Theorem über die genaue Anzahl reeller Wnraeln einer 
numerischen Gleichung zwischen zwei gegebenen Grenzen 
findet, ist die vorliegende Schrift wohl das hervorragendste 
Werk, das wir llber die numerische Auflösung der Gleichungen 

•) Der erste Band der Oeuvres, der 1888 in Paria erachien. 
enthält nur die Theorie aualvtiqae de In cbnlenr: der zweite Band, 
der 1890 erschien, enthMt die hauptaiich liebsten wiBBenBchaftHchea 
Einzelarbeiten. 
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beailzeii. Von neuen Reanltaten, die in demselben ^§st^alten 
sind, Bind vorzüglich der jF'owner'aehe Satz [Theorem [J„ 
S. 23], die von Fourier verbeaserte Ncwton'siihe Nftherungs- 
methode, die geordnete Diviaion nnd die Fovrier'' saht Au!'- 
lösnng der qnadratiachen Gleichungen herrorznheben ; die synop- 
tiache Ansei nanderaetznng enthält eine reiche Fülle neuer Ideen, 
die allerdinga nicht immer esact aind; vorzUglich sei auf die 
Theorie der UngleichheiteE verwiesen. 

Der an erster Stelle genannte Faurier'sehe Satz nnd der 
von Fourier hierftlr gegebene Beweis ist, wie Sturm seibat 
angegeben hat [Bnlletin de Ferussac, t. 11, p. 419; vgl. ancli 
DfirbiMX in Oeuvres de Fovrier, t. 2, p. 310J, die fiaais ge- 
wesen, auf der es Sturm möglich war, seinen berühmten Satz 
zn finden. Man hat den ^owrio-'achen Satz für Fourier'i Zeit- 
genossen Budan de. Bois-Laurent in Anspruch genommen; dies 
geschieht auch in dem Sachruf, den Ärago auf Fourier ge- 
halten hat: wie (i. Darbaux in den Oeuvres de Fourier, i. U, 
p. 310ff. in einer Note zn Fouri^r's Arbeit »Snr l'naage du 
th^oi-eme de Descartes« eingehend nachgewiesen hat, verdient 
das Theorem nur nach Fourier genannt zu werden ; Fouricr'a 
Beweis des fraglichen Satzes wird heute noch in den modernen 
Werken dargestellt, er lässt sich auch auf transcendente Func- 
tionen anadehnen. Eine Bsaprechnng von der Analyse des 
^quations dötermin^ea hat auch C. F. Oavsx [Ges. Werke, III, 
8. 119) gegeben. 



1) Zu- S. 5. Diophanhis von Alexandria, der Vater der 
Arithmetik und Algebra in dem Sinne, wie wir sie treiben, 
lebte zwischen 180 v. Chr. u. 370 n. Chr. Die Zeit ist nicht 
genau bestimmbar. Sein grosses Werk »Arithmetica« behan- 
delt eine grosse Anzahl von Aufgaben über bestimmte und 
unbestimmte Gleichungen; bei den letzteren fordert jedoch D. 
nicht, daas die gesuchten Lösungen ganzzahlig, sondern nur 
dass sie ratiouale, positive Zahlen sein sollen. Die von uns 
sogenannten Diophan tischen Gleichungen, bei denen auaachlieaa- 
lich ganzzablige Lösungen gesncht werden, sind D. fremd ; sie 
gehen auf die Zusätze des Backet de Mäxiriac zu der von ihm 
(1621) veranstalteten Diop hantausgab e zurück. Eine deutsche, 
mit Anmerkungen versehene üebersetzung der Arithmetica und 
der Schrift über die Polygonalzahlen des D. stammt von 
G. K'ertheim [Leipzig 1890J. 



r 
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2) Zu S. a. Gemeiiit iat der liber abaci des Leonardo 
Pismiits; derselbe iat jedoch erat 120iJ erscbienen, die zweite 
verbesaerte Auflage stammt vermntlilich ans dem Jahre 1228. 
Eine eingehende Schilderung des Inhalts dieses bedeutenden 
Werkes findet man in Moriix Ganlor'a Vorlesungen über Ge- 
schichte der Mathematik, Bd. 2, 8. 3^35. (Leipzig. Zweite 
Anflage 1900.) 

3) Zu S. 5, Die 8nmma de Arithmetica, Oeometria, Pru- 
porüoni et I'roportionalita des Luea Paciuolo, welche 1494 
gedruckt wurde, umfasst das geaammte zeitgenössische Wissen 
aber Algebra und Geometrie. Vgl. Cantor, a. a. O., II, 8. 306 
bis 344. 

4) Zu S. 5. Die Anflöanng der cnbiachen Gleichung ver- 
dankt man, wie Cardano (1501—1576) in seiner ara magna 
de rebus algebraicis (1545) berichtet, dem Scipione del Ferro, 
von dem sie seinem Freuude Floiiduii mitgetheilt wnrde. Bei 
einem wissenschaftlichen Wettsti'eit« legte Floridus dem Tar- 
taglia (1506 — 1557) di-eissig Aufgaben vor, die den letzteren 
angeblich zur erneuten Auflösung der cnbiachen Gleichung 
führten. VerüfFentlicbt wurde die Lösung zuerst gegen den 
Willen des Tarlaglia, der sie dem Uiirdano unter der Be- 
dingung der (:Jeheimhaltung mitgetheilt hatte, in der Ara magna 
des Cardano. 1546 erschienen die Qneaiti et inventioni de Nicolo 
Tartaglia; hier vertritt T. seine Ansprüche anf die fragliche 
Lösung. Man kann zweifeln, ob dieselben tlberhanpt gerecht- 
fertigt sind, vielleicht hat sich T. auch nur in den Beaitz 
der Ferro'&fhfia Lösung gesetzt. Vgl. Cantor, a. a. O., II, 
S. 482 ff. 

5) Zu S. ö. Die il'Algebra< des BombelU, welche 1573 
gedruckt wurde, bebandelt im zweiten Buche die Auflösung 
der Gleichnngen der vier ersten Grade mit einer Unbekannten. 

6) Zu S. 5. Die von Ferrari geleistete Auflösung der 
Gleichung vierten Grades ist in der Ai'S magna seinea Lehi'ers 
Cardano und zwar im 39. Capitel mitgetheilt. 

7} Zu S. 6. Der erste einwandafreie Beweis für die That- 
sache, dass die allgemeine Gleichung von höherem als viertem 
Grade nicht mehi' durch Wnrzelzeichen lösbar ist, wnrde von 
Abel in seiner 1826 erschienenen Arbeit »Diämonstration de 
rimpoasibilitö de la r^solntion algöbriquc des äquations g^nä- 
rales qui passent le quatrifeme degrß' (Bd. 1 des CreWe'schen 
Joura. f. d. r. n. ang. Math. = Oeuvres A'Ahel [1881], I, 8. 66) 
erbracht. Dieaer Beweis ist Founcr nicht bekannt geworden. 
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SJ Zu S. 6'. Fowicr hat hier rteu sogenanuten 'csBns'irre- 
diicibillB bei den Qleichnngen dritten Grades im Auge. 

9) Zu S. 6. Vkta (1540—1603) ist der bedeutendste 
französische Mathematiker des 16. Jahrhnnderta, Die exege- 
tische Methode, welche Vieta in seiner Abhandlung »de nnme- 
rosa poteBtatum purarum atque adfectarnm ad esegesin reao- 
Intione«*) gab, ist eine Vorlänferin der ^Vcit'fort' sehen Nähe- 
riingsmethode zur Änflöanng numerischer Gleichungen. (Vg!. 
Lagrange'& Traitö de la röaolution des öqnationa nnmöriques. 
Oeuvres de L., publiöea par ./. A. Senkel, teme VIII, p. 16, 
BOw-ie Fourier im vorliegenden Werke, 8. 178.) T'ieta's gi-flsste 
algebraische Leistung, die in seiner >in artem analyticun isa- 
goge« (1591} niedergelegt ist, besteht darin, dass er im Gegen- 
satz za seinen Yorgängem, velche die Gleichungscoefficienten 
immer als bestimmte, gegebene Zahlen betrachteten, also nur 
die Unbekannte allein unbestimDit dachten, auch die Gleichnngs- 
poefficienten als unbestimmt ansah; hierdurch ist er der Er- 
linder der heute schon in unseren Mittelschulen gelehrten 
Buchstabenrechnung geworden. Diese hezeiclmete 1', als lo- 
giatica specioaa, die er zu der logialica numerosa, der nnme- 
rlschcn Rechenkunst, die es nur mit Zahlen zu thun hat, hin- 
zufügte. (Vgl, auch Fourier, diese Ausgabe, 8. 45.) Den 
Zusammenhang der Wurzeln und Coefiicienten einer Gleichung 
giebt Vieta am Schlüsse seiner Abhandlung »de aequationam 
recognitione et emendatione' (1591]; doch setzt er auaacMiess- 
lieh positive Wni'zeln voraus; den Satz in voller Aligemein- 
heit, so daas auch negative und imaginSre Wurzeln berllck- 
sichtigt werden, verdankt man der Invention nouvelle en 
Talgfehre von Albert Girard (1629). [Ausführliche Beachrei- 
bnng des Inhalts in KlügsVa math. Wörterbuch, Leipzig (1803), 
Bd. I, Artikel »Algebra., 8. 52]. 

10) Zm S. G und 17f<. Ueber ifamoCs (1560—1621) Werk 
lArtis analyticae praxis., das zehn Jahre nach des Autors Tode 
erschien, vgl. Klügel's math. Wörterbuch, I, S. 47, sowie Canlor, 
a. a. 0., II, S. 790. 

11) ZU' S. li. Wie schon dor auaftlhrliche Titel des Werkes 
von William Oughtrcd (1574—1660) sagt: »Arithmethicae i 
et speciebus inatitutio quae tum iogiaticae, tum ana- 



*] >Znr AuBflihriing der unmeriBcben Auflilsane der reinen 
und anreinen Gleiclinngen.> Jede Gleichnng. die nicht eine reine 
Gleichung 3f" = A, aec[natio pura, iat, heiast aequatio adfeota. 



J 



i 



Äiiiuerknngen. 247 

)ue adeo totins mathematicae quaai clavis est (1631)', 
ist das Werk eine EinftihniDg in die numerische nnd Bnch- 
atabenrechnnng. In einer spateren Auflage ist »de aeqnatio- 
nnm affectarum resolntione in nnmeris' beigedmokt; hier wird 
die nnmeriache Auflösung der Gleichungen behandelt. Vgl. 
Fourier, diese Ausgabe, 8. 178. 

12) Zu S. G. John Wallü [1616—1703), ein sehr hervor- 
ragender englischer Mathematiker, hat sich um die Infinitesi- 
malrechnung, Geometrie und Algebra sehr grosse Verdienste 
erworben. Sein treatiae of algebra both historical and prac- 
tical wlth some additional treatiaes (1685) ist in lateinischer 
Uebei-setzung im zweiten Bande seiner Opera (lß93) erschienen. 
üeber die an Vieta ankntipfenden Unterenchungen von Harriai 
und Ouglih-ed spricht er in den Opera II, p. 113 und 203. 
Die Stelle, an der er die iJ&searies'sche Regel (vgl. Anm. 13) 
mit Unrecht für Harriot, in dessen Werk sie (Iberhaupt nicht 
steht, wie auch Wallis selbst an anderer Stelle, p. 215, zu- 
giebt, in Anapmoh nimmt, ist p. 171 zu finden. Die Verthei- 
digung Dcscartes' gegen Wallis und seine Nachbeter hat schon 
dt' Qua in dem Aufsätze »D€moDstratioD de la r^le de Des- 
cartea» (Histoire de l'acad. des sciences de Paris, 1741) geftibrt. 
Trotzdem segelt die Descartes'&c\iv> Regel noch hänfig unter 
Uarriofs Flagge. Einen Beweis für die Regel hat tibrigens 
auch C. F. Gauss (Ges. Werke, Bd. 3, 8. 65) erbracht. Vgl. 
auch Lagrange, Oenvrea VIII, p. 196. 

13) Zu S. 6. Bern Descartes (1596—1650) ist durch seine 
geomätrie (1637) der Begründer der analjiäschen Geometi'ie ge- 
worden. Lateinische Ausgabe unter dem Titel >Geometria* von 
F. van Sekooten (1659), deutsche von Ltidimg Schlesinger (Berlin 
1894). Im dritten Bande der Geometria, die reich an alge- 
braischen Wahrheiten ist, findet aich auch ohne ii^end welchen 
Beweis die Ifescaj'ira' sehe Regel, auf die Fourier anspielt. 
»Nimiruin, tot in ea [aequatione] veras [positive Wurzeln] haberi 
poase [posse im Sinne des Maximums], quot variationes repe- 
riuntur signorum -\- & — ; & tot falsas [negative Wurzeln], 
quot vicibns ibidem deprehenduntur dao aigna -)-, vel duo 
Signa — , qnae se invicem sequnntur.* (Geometria, ed. 
Schoolen, p. 70.) Vgl. Fourier, diese Ausgabe, 8. 95. 

14) Zu S.O. Der Theil des Briefes von iV™!)!»» (1648— 1727) 
vom 24. Octflber 1676, der sich auf das aogenannte Newton- 
ache Parallelogramm bezieht, ist zuerst durch Wallis' A^ehra 
(Opera Wallisü, II, p. 381 >Nova methodas extrahendi radices 
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tum simplieium tum affectarum aequationum«) bekannt ge- 
worden. Dieselben Untersnchnngen findet man auch iu di^n 
Upuacula Newtoni [ed. Castülionetts, 1744) I unter dem Titel 
• Methodus flusionum et serierum infinitanimj veröffentlicht. 
A. a, 0.. p. 37 beginnt Newton mit der Anflüsnng der aeqnatio 
affecta nnmeralis y^ — 2^ ~ 5 = 0, indem er die Zahl 2, 
welche sich um weniger ala -^(^ vom wahren Wnrzelwerthe 
unterscheidet, als Nähemngswerth ansieht, und dann die von 
nng sogenannte Nciot!»i\ii)La Nähcrnngsmethode, welche dnrch 
F. im zweiten Buche des vorliege n de u Werkes, 8. 150 ff. aua- 
geataltet und verbessert wurde, anwendet. TJeher diese Me- 
thode der successiven Substitutionen, \rie sie von Fourier, 8. 7 
genannt wird, vgl. auch Lagrange, Oeuvres VIII, p. 161. 

Nach Behandlung der obigen numerischen Gleichung folgen 
bei Newton Buchstabengleichungen (aequotiones specioaae). 
Das JVewfcwi'sche Pai'allelogramm hat bei dem Erfinder den 
Zweck, das Anfangaghed der Entwicklung von //, welches mit 
i:. dnrch eine Gleichung, bei Newton unter anderen Beispielen: 

//'■ — rixtf^ + — !(/■' — la'x^ii'^ + 6a' j'' + 6'a;' = 0, 

zusammenhängt, in nach x fortschreitende Reihen finden zu 
lehren. Vgl. ausser Cmtoi; a. a. 0., Bd. IIl [Leipzig, 1, Aufl. 
1898), 8. 102 noch Brill und Noetkct; die Entwicklung der 
Theoi'ie der algebraischen Functionen in älterer und neuerer 
Zeit, .lahi-eaber. d. deutschen Math .-Vereinigung [1894), 8. 116ff. 
Siehe auc!» das vorliegende Werk, 8. 45. — Lagrmige hat das 
iV'.'ache analytische Parallelogramm durch eine analytische 
Methode in der Abhandlung »8ur l'usage des fractiona con- 
tinuea dana le calcnl int^al«: (Oeuvres IV, p. 303) zu er- 
setzen gesucht. 

15) Zu S. 7. Albert Oirard (f 1632) gieht in seiner lu- 
vention nouvelle en l'alg^bre (1029) die Summe der vier ersten 
Potenzen der Gleichungs wurzeln, espUcit durch die Coefficienten 
ausgedrückt, an. (Vgl. Canlor, II, S. 789.) In Newlonä 
Arithmetica universalis, p. 192 sind die sogenannten Newton- 
schen Formeln, welche die impliciten Relationen zwischen den 
Potenzsummen der Wurzeln und den Coefficienten angeben, bis 
zur 6. Potenz mit der Üemerknng »et sie iu infinitum obser- 
vata aerie progressionia« ohne Beweia mitgetheilt. Der erste 
Beweis der iVewfon'schen Formein stammt von Geoiy Friedr. 
Bärmann, Profesaer in Wittenberg; derselbe ist in der Arith- 
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"üniTOrsalia cum eommeat. CaatÜlionei (Amatelodanii, 
17öl), Ädditamentum, p. 110 abgedruckt. Die heute tlblicheu 
Beweise der Neivton'schan Formeln scheinen auf LagratKji'. 
(Oeuvrea VIII, p. 169) und Giit/terl zurückzugehen. (Vgl. Grii- 
«firt' s 8 npplemente zu A'/%d"8 Wörterbuch (1836). Artikel: »Crlei- 
chung«, 8. 422.) 

16) Zu S. 7. Vgl. die synoptische Auseinandersetzung, S. 64 
und die bezüglichen Anmerkungen 47, 48. 

17) Zu S. 7. Die von BwMp. [1628—1704), Btirgei-meister 
vLin Amsterdam, zur Erkennung der mehrfachen Wm'zeln ge- 
gebene Begel lautet in unserer Sprechweise: Ist f(x) ^ eine 
I nicht für x s= erfüllte [ Oleiohung, so ist für die Kxiatenz 
einer mehrfachen Wurzel nothwendig und hinreichend, dass 
{1.} /■(«) = und (2.) af(x) ■+- [ixf(x) = 0, wobei et und ß 
ganz willkürliche Constanten und f'[x] die Derivirte von f{£) 
bedeuten, eine gemeinsame Warzel haben; setzt man a := 
und /i ^ 1 und dividirt durch x, so hat man die heute ge- 
wöhnlich verwandte Kegel. H. drückt sich auf folgende Art 
ans: Si in aequntione duae radices sint aeqaales, »tque ipsa 
muldplicetnr per arithmeticam progressionem , quam libuerit, 
nimirum , primus teiminus aeqnationis per primnm termiunm 
pn^essionis, secundna terminus aequationis per aecimdum 
terminum progressiouis, et sie deincepa, dico productum fore 
aeqnationem, in qua una dictanim radicnm reperietur. [Hiid~ 
denii epistolae in Sekootcn'ä Ausgabe von Cartesius' lieometria, 
p. 433 n. 607.) 

18} Zti S. 7. Tschimhmis (1661 — 1708) reducirte in 
einem 1683 erschienenen Aufsatz der Acta eruditorum »Me- 
thodus auferendi omnes terminos intermedios es data aequa- 
tione* die vorgelegte Gleichung durch heute sogenannte 
Tschii'nhausentransfonnation auf eine reine üleichung und 
dachte, damit die Auflösung einer jeden Gleichung gegeben 
zu haben; allein die von T. zu diesem Zwecke vei-wandten 
Hilfsgleichnngen sind höheren Grades als die vorgelegte Glei- 
chung. Vgl. Cimtor, m, 8. 108. Wenn Cantor a. a. O., 
S. 112 und 8. 556 in LeUmiU (1646 — 1716) einen Vorgänger 
von Abel (vgl. Anm. 7) sehen will, so kann man dem gegen- 
flher nur Fourier beistimmen, dasB L. die Äufliisung einer 
Gleichung durch Kadicale für möglich hielt, nur betrachtete er 
das Problem auf dem von T. angegebenen Wege als nicht gelöst. 
Vgl. den Briefwechsel von G. W. Leihnix mit Mathematikern. 
Heranageg. von Gerliardt (Berlin 1899), I, 8. 315 und 449. 
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19) /m S. S. Lagramje (1736—1813, verfolgt in 
>B6flexions aur la resolutiou algebiiqne des 6quatioiis<, wie er 
in der Einleitong sagt, den Zweck, ü priori zu zeigen, warum 
die für die Auflösung der Oleicbungen dritten und vierten 
Grades bekannten Methoden, die er eingehend nnteraucht, nicht 
fflr die Gleichnngen höheren Oradea ausreichen. (Oenvrea III, 
p. 206.] In Note XllI zn seinem Traite de la reaolutioii des 
eqnations numeriques (Oeuvres VIII, p. 296 ff.) findet man eine 
Wiederaufnahme dieser Fragen , sowie zum Schluss eine Be- 
sprechung der verwandten Vandcrmondn'&chfa Untersuchungen. 
VaridemKmde's {1735 — 1796) Memoire aur la r^olution des 
equations, Histoire de l'acad. des sciences (Paris 1771) ist auch 
in deutscher Uebersetzung von C. Itiigsohn unter dem Titel 
■ Abhandlungen aus der reinen Mathematik von N. Vaiider- 
nionde'- (Berlin 1888) erschienen. 

20) Zu S. 8. Abbe de Gua {\ 1785) verdanken wir 
ausser der schon in Anui. 12 genannten Arbeit noch einen 
weiteren algebraischen Aufsatz «Recherche du nombre des ra- 
cjnes reelles ou imaginairea, reelles positives on reelles nega- 
tives qui peuvent se trouver dans les ^quatiuns de tons les 
dögres (Histoire de l'aead, des sciences de Paria, 1741)- ; in 
diesem ordnet er einer jeden Gleichung f[x] = die Curve 
ij = f{x] bei; ebendort findet man (Seconde partie, Troisiöme 
regle) auch den Satz, auf den Fourier auf 8. 26 anspielt; der- 
selbe lautet: Ergiebt jeder reelle Werth, der irgend eine der 
derivirten Functionen /^""'(j:) der Unken Seite einer algebrai- 
schen Gleichung annuUirt, beim Einsetzen in die unmittelbar 
voraufgehende und die unmittelbar folgende abgeleitete Func- 
tion, f^^~'^x) und f^'^'^^'lx}, Grössen verschiedenen Vorzeichens, 
80 hat f{x) = nur reelle Wurzeln. De Gua's Aufsätze ent- 
halten auch eine grosse Ftllle historischer Notizen über die 
ältere Algebra. 

21) Zu S. 8. Midiel Rolle [1662—1719) hat in seinem 
Trütö d'algebre (1690) den folgenden Satz fCap. 6 des zweiten 
Buches): Ist in der Gleichung: 

mit reellen Coeflicienten a„ positiv und A der absolute Werth 
desjenigen negativen Coefficienten, welcher den grösaten ab- 

A 
sohlten Werth besitzt, so ist 1 -(- - eine obere Grenze der 

dien positiven Wurzeln. Ans dieaer Thataache nnd dem 
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■ iJoUeacheo Sati, der nach onserem Spnirli}rt^bramhft 
Imtet: Verechwindel f.z-\ för rwei reelle aufein an dfrfol^nfc 
Werthe und ,^, so ^-erschwindei die erste Atnceleitele fix) 
fOr einen zwischen a nn«t ft gelegenen reellen Werth, sacht R, 
mittelst der suceessiven Al^leileten von fix) die Wnneln Tt« 
fx^ = zu bestimmen. Die » — lie Abgeleitete beisst bei HtMf 
erate Cascade, fx\ selbst die »ite Cascade. Vgl. Founer im vor- 
fiegienden Werke S. IO8 nnd 220, sowie Laffraitgr, 0eu>frc8 VIll. 
p. 190. 

22) Zu S. S. Die A>irtoi»'ache Regel (.\jithmetica univer- 
salia Bd. 2, Cap. 2) sj^ ans: Die Oleicbnng: 

a^x" + .7,.r"-' + ...+a, = 

mit reellen Coefficienten enthält wenigstens sovielo compleie 
Wurzeln, me in der Reihe: 



Zeichenwechsel auftreten. Einen Beweis ffir diese Regel suchte 
zuerst Maclaurin il698 — 1746) zu geben. Vgl. Canlor, 
&. a. 0. 111, S. 542 ff., wozu noch Marlanriits Algebra, die 
1746 nach seinem Tode gedruckt wurde, Cap. 13 des zweiten 
Theiles beizufügen ist. 

Die Neu'ioiiäzhe Regel ist bekanntlich von .Sj/ftwsfcr (1814 
— -1897) verallgemeinert worden. lieber Sylivster'i in deu 
Transactions of the R, Irish Academy (1871) und Phil. Mag. 
4. ser., t. 31 erhaltene Resultate vgl. auch H-V^wi's Algebra 
(2. Anfl. Braunschweig 1898), 1, 8. 346. 

23] Zu S, fi. Lnffi-ange. und Wariiuj (1736 — 1798) haben 
die Gleichung für die Wurzeldifferenz en der vorgelegten <.llei- 
chung anfgestellt tind ans derselben die kleinste Differenz der 
reellen Wurzeln entnommen; ist h eine positive Zahl, die 
kleiner als der absolute Betrag der kleinsten Differenz ist, 
und bezeichnen / und L die untere bez. obere Grenze flir 
;il!e reellen Wurzeln, so liegt in jedem der Intervalle: 

l,l-\-h,l->r 2h, ; + 3;., . . . , l-h (m — 1)A, /■-, 
falls l -\- mh '^ L ist, nur hDchatens eine reelle Wurzel der 
vorgelegten Gleichung. Vgl. Loffraiige, Oeuvres Vlll, p. 24ff. 
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u. p. 140 ff. ; a. a. 0. p. 143 findet man auch eine Besprechung 
der f[ orj/i^'aclieii Untei-suchungen, Vgl. anck Founer im vor- 
liegenden Werke S. 24 n. 108. Ganijiy (1789—1857} hat 
einen Wei'th fUi h finden gelehrt, ohne dasä man die Gleichnng 
ffli die Wurzeldifferenzen aufstellen mnss. [Algebraische Ana- 
lysis, deutsche Angabe von Bnzler [1828], 8. 344.] Vgl. auch 
die Darstellung In Serret's Handbuch d. höheren Algebra, deutsch 
von Werthewi, Leipzig, 2. Änfl. 1878, Bd. I, 8. 245ff. 

24) Zm S. 8. Die schon zu Lagrange'ä Zeiten nicht sehr 
bekannte Methode von Kontaine (1705 — 1771), die dieser in 
der Histoire de l'acad. des scJencea de Paria (1747) veröffeni- 
licht hat, ist eine Nähemngamethode zur Berechnung der Wur- 
zeln, welche eine grosse Vorarbeit, um Kenntnisse aber die 
Natur der Wurzein zu erlangen, voraussetzt. Diese Methode 
ist von Lag^-angt in Note 7 seines Traitö de la resoltition des 
äqnatious nam(^riques (Oeuvres Vlil) näher auseinandergesetzt 
und mit vollem Recht als nicht anwendbar und unzureichend 
erklärt worden. D'Älemhert [1111— IISS) hat sie in der En- 
cyclopMe, tome ü (1755), p. 863 im Artikel »eqaatiou" be- 
sprochen und auch schon gegen sie Bedenken geäussert. 

25) Zu S. 9. Von Fcmi-ier's Untersuchungen (Iber die 
Theorie der Ungleichheiten ist ansser den interessanten, all- 
gemeinen Ideen in der synoptischen Auseinandersetzung, 8. 7 1 ff. 
nur noch ein kleiner Aufsatz, der in seinen Oeuvres Bd. II, 
p. 317 — 319 wieder abgedruckt ist, auf uns gekommen. Es 
sei noch bemerkt, daas die in den Oeuvres, Bd. II, p. 321—328 
abgedruckten Auszüge aus der Histoii'e de l'acad. für die Jahi-- 
gänge 1823 und 1824 grösstentheils wörtlich in den Esposä s>'- 
noptique, diese Ausgabe S, 71 ff. itbergegaugen sind. Bezüglich 
der Theorie der Ungleichungen vgl. eine kürzUch erschienene 
Arbeit von Jtdiiis Farkas, in der man auch historische Notizen 
findet. Joum. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 124, 8. 1 (1901). 

26) Zu S. ä. Gemeint ist Lagm/it/e's schon wiederholt 
citirter Trütä de la resotntion des equations num^riques. 
(Oeuvres VUI.) 

27) Zu S. 10. Diese Ai'beit mit dem Titel >Sur l'usage 
du th^röme de Descartes daus la i'echercUe des lindtes des 
racinea« ist in Fowier's Oeuvres Bd. II, p. 289 wieder ab- 
gedruckt. 

28) Zu S. IL'. Bezüglich der Auflösung einer I.Jleichuug 
mit reellen Coefflcienten durch reelle Radicale ist uns nur das 
folgende Resultat bekannt: Unter den in einem reellen Ratio- 
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nalitätsbereicbe irredneibelen Gleichungen mit nur reellen 
Wurzeln sind die einzigen, bei denen eine Wnrzel dorch reelle 
Radicale darstellbar ist, die dnrcli Quadratwurzeln auflösbaren. 
Vgl. Holder^ üeber den Casus irredudbilis bei der Gleichung 
dritten Grades, Math. Ann., Bd. 38, S. 307, sowie Kneset\, 
Math. Ann. Bd. 41, S. 344. Die von Fourier in diesem Ab- 
satz ausgesprochenen Ideen sind nicht ganz correct 

29) Zii S.14. Viefa behandelt in seiner Schrift »de aequa- 
tionum recognitione« (vgl. Anm. 9) die Gleichung: 

[Opera, ed. Sehooten (1646), p. 91] mit der Bedingung 
J5>|-Z); A ist die Unbekannte, die bei Vieta immer mit 
einem Vocal bezeichnet ist, B und D sind bei Vieta, der nur 
positive Grössen zulässt, beide positiv gedacht. Man kann 
jedoch för das Folgende D beliebig positiv oder negativ an- 
nehmen; B ist dann so gewählt zu denken, dass — positiv 

ist. Vieta bringt die Gleichung (1) mit der trigonometrischen 

Relation cos'a — ^ cosa = \ cos (3 a) in Zusammenhang, in- 

D A 

dem er — — = cos 3 a, — ^ = cos a setzt. Auf die Glei- 

chung (1) mit der Bedingung B"^ ^D lässt sich übrigens 
jede cubische Gleichung x^ — Px -j- 5^ = mit reellen Coeffi- 

cienten, bei der P eine positive Grösse und — — — <[ (ca- 

l/P 
SU8 irreducibilis), zurückführen, wenn man P = 1/ — , D = 

= ^ , X = A setzt ; 1/ — ist mit derartigem Vorzeichen 

3" 
zu wählen, dass _ positiv wird. Bei Vieta,, der B 



pyp 

3^3 



und D positiv annimmt, wird ausser der Gleichung (1) noch 
die weitere Gleichung: 3B^E—E^ = P*D, wobei B und D 
positive Grössen, E die Unbekannte, P>^D, behandelt. 

30) Zu S. 14. Gegen eine derartige Ausdrucksweise, die 
imaginären Wurzeln einer Gleichung als fehlend anzusehen und 
dann trotzdem mit ihnen als etwas Existirendem zu operiren, 



r 
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wendet aicli schon die Dissertation von C. F. Gauss (1801); 
in ihr findet sicU der sofort von Fourier besprochene Funda- 
mentBlantz zum ersten Male streng bewiesen. Vgl. die vier 
ftaitss'schen Beweise für die Zerlegung ganzer algebraischer 
Functionen in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades. 
Herausgeg. von E. Netto in Ostwald^i Klassikem. Nr. 14 
(1890), 3. ti. 

31) Zu S. 17. Die Lehre von den Incommensnrablen 
füllt in Euclidea' Elementen (300 v, Ohr.) das ganze zehnte 
Bnoh. 

32) Zu S. 17. Vgl. hieran D. Hubert, Mathematische 
Probleme, Nachricht, der Kgl. Geaelischaft der Wiss. zu GOt- 
tingen (1900), S. 266, sowie Dehn, über raumgleiche Polyeder, 
ebenda 8. 346. 

33) Zu S. 20. Fourm- führt hier den sogenannten Tay- 
ior'schen Satz an. Ueber .loJmnn Bet-noulWe (J667 — 1748) 
Ansprüche anf denselben vgl. A. Priiigsfmm, Zur Geschichte 
des Ttej/tor'schen Lehrsatzes, Bibliotbeca mafhematica, dritte 
Folge, Bd. 1 [1900), p. 435. 

34) Zu S. 20, Die Aufstellung und Discnssion des Rest- 
gliedes der ra^ior'schen Keihe beginnt mit Lagrange'& Theorie 
des fonctions analytiqnes (1797). Vgl. die eingehende Schil- 
derung in der unter 33) clJirten Arbeit von Piingslieim, 8. 440. 

35) Zu S. 24, 25 und 149. Gauss hat in der lesens- 
r werthen Anzeige, die er Fourier^B Analyse des liquations de- 

terminöes zu Theil werden Hess, diese Stelle auf folgende Art 
kiitisirt {Gauss, ges. Werke, Bd. III, 8. 120): >. . . . Fourier 
nennt solche Stellen kritische: jede solche kritische Stelle be- 
dingt demnach das Fehlen von zwei reellen Wurzeln: wenn 
aber Fourier sich KUgleich so ausdrückt, dass jedesmal zwei 
solche ausfallende reelle Wurzeln imaginär werden, so können 
wir diesen Ausdruck nicht ganz billigen, da er leicht zu einer 
Missdeutung Veranlassung geben könnte. In der Tbat ist es 
zwar wahr, dass die Gleichung X^O zusammengezählt 
genau soviele Paare imaginärer Wm'zelu enthält, als solche 
I Ausfälle oder kritische Stellen vorkommen; allein die Werthe 

fe aller imaginären Wurzeln sind au sich ebenso bestimmte 
I Orössen wie die reellen, rmd jener Ausdruck kann daher 

I leicht 80 gedeutet werden, als ob jeder bestimmten Lücke 
B ein bestimmtes Paar imaginärer Wnrzeln angehörte, was je- 

B doch nicht nur von Fourier nicht nachgewiesen ist, sondern 
^^. ao lange, als tiefer eindringende Untersuchungen diesen inter- 
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esaanten Punkt uooh nicht in kelles Licht gesetzt haben, 
zweifelhaft bleiben muBs, Uebrigena soll hiermit nicht gesagt 
werden, daas Fonricr seihat den Ausdruck so verstanden habe; 
wir möchten eher das Gegentheil annehmen, und fast ver- 
muthen, dasa er über das Dasein oder Nichtdaaein eines aoN 
chen bestimmten Zusammenhange a ungewiss geh lieben und 
abaichtlich einer oöenen Erkläi'ung II her den verfilnglicheu 
Ausdruck ausgewichen sei.« Die hier von Oauss berührte 
Frage harrt anch hente noch der Lösung. 

36} Xw S. 27. In der unter 27) genannten Arbeit hat 
Frmrier diese Resultate bereits ohne Beweis pnbhcirt. 

37) Zu S. 31. Oughfra}. lehrte in dem unter 11) citirten 
Werke eine Rege! fOr die abgekürzte Mnltiplication und Divi- 
sion, d. h. ein Verfahren, um Product und Quotient zweier 
Zahlen bis zu einer gewissen Anzahl von Stellen zu finden. 
Vgl. die Note von .'I. Loeicy in dem nftchatens erscheinenden 
ersten Hefte des dritten Bandes des Archives der Mathematik 
nnd Physik. 

I-58) Zu S. 3-5. Im Folgenden berichtet die synoptische 
Auseinandersetzung über die für den zweiten, nicht erschie- 
nenen Theil des Werkes geplanten Untersuchungen J'owrif7-'s. 
Obgleich der Text eine Anzahl von directen Fehlern und Un- 
genauigkeiten, die in Folge nnserer heutigen Kenntnisse prä- 
cisirt werden müssten, enthält, habe ich trotzdem diese Be- 
trachtungen Kaurier'a wörtlich übersetzt, da ich mich aus 
historischen Gründen nicht zu weitgehenden Aendemngen nnd 
Auslasanngen berechtigt hielt. Die im Test folgenden Ans- 
ein anderaetzungen etwa in dieser Ausgabe ganz fortzulassen, 
erschien in Folge der reichen Fülle von aufgeworfenen Fragen 
und der darin niedergelegten Keime, von denen auch heute 
noch manche der Entwicklung harren, wie z. B. die Theorie 
der Ungleichheiten, nicht angebracht. Dem Ant^lnger kann die 
Leetüre von S. 33 — 80 wohl nicht gut empfohlen werden. 

39) Zu S. 37, Iwurier hat hier die Methode der Iteration 
zur Auflösung einer Gleichung im Auge. Vgl. über dieses 
Verfahren: Ernst Schroeder, Ueber unendlichviele Algorithmen 
zur Auflösung der Gleichungen. Math. Annalen Bd. 2, 8. 317. 

Dasa durch Anwendung von x' ^ 1 -\ die GIeichunga;* = "2 

gelöst wird, ist offenbar irrig; setzt man x' = 

erhalt man durch fortgesetista Iteration Y 2 . 



A 



40) Zu S. 37. Mit Hilfe von Iterationeo löst FoiiHer in 
den Artikeln 286, 287, 288 der Theorie analytique de la 

ehalenr [Oenvrea I, p. 308 ff.) die Gleichung i ^ aretang y , 
wobei £ die Uabekaunte sein soll. 

41) Zu S. Sil. Der Inhalt des Artikels X ist im Wesent- 
lichen in den Artikeln XXIV und XXV des ersten Baches 
näher behandelt. 

42) Zu S. 42. Die im Artikel XI angegebenen Keaultate 
sind durch M. A. Stent (1807—1894) in dessen grosser Ab- 
handlung .-Theorie der Kettenbrücke und ihre Anwendung» 
[Jonm. f. d. r. n. ang. Math. Bd. 11 [1834), 8. 142 ff.] wieder- 
hergeatellt worden. Die Aufliiaung einer Gleichung durch 
Kettenbrüche hat znei'st Lagraityc im Traitii de la rt^solntion 
des 6quations numMques (Üenvies VIII) gelehrt. 

42) Zu S. 45. James Stirling (1692—1770) giebt dem 
JVeu'fon'schen Partülelogramm verwandte Methoden in iteiner 
1717 erschienenen Schrift >Lineae tertii ordinia Newtonianae ' . 
Vgl. Brüi nnd Nöth-r, a a 8 128 

43) Zu -S; >0 ( iavaiit (1713— 17b5) beschäftigte sieh 
mit der Anfsuchnng dei commensnrabelen Wurzeln der nume- 
rischen lind Buch Stab engleiohungen m seinen Elements d'al- 
gisbre, die 1746 zuer"»! eischienen und schon 1760 eine dritte 
Auflage erlebten 

44) Zu S. >0 Üübnd ( lamei (1704—1752): Introduc- 
tioD ä l'analyse des lignes conrbes algöbriques (1750). Vgl. 
M. Cantor, a. a. 0. lU, 8. 584. 

45) Zu S. 06. Die folgenden Angaben Fowrwr's mllssten 
zunächst von unserem modemeit, functionentbeoretischen Stand- 
punkte aus vielfach präciairt nnd coi-rigirt werden; immerhin 
enthalten sie eine Reilie von fllr die Auflösung tranacendenter 
Gleichungen wichtigen Gesichtspunkten. M. A. Stent hat sich 
mit der Wiederherstellung dieser Resultate in einer von der 
kgl. dänischen Gesellschaft der Wiss. geki-önten Preisachrift 
beschäftigt (Jouru. t A. r. u. ang. Math, Bd. 22). In neuerer 
Zeit sind besonders die Nullstellen der Besse/'schen Functionen 
G^enstand eingehender Untersuchung gewesen, hierbei werden 
auch vielfach allgemeinere Methoden zur Untersuchung der 
Sullstellen tranacendenter Functionen angegeben. Vgl. A. Hur- 
wilx, lieber diQ Nullstelleu der Bessel'achen Functionen, Math. 
Annalen Bd. 33, sowie den Bericht im Jahrbuch tber die Fort- 
schritte der Math. (1897), 8. 408 und (1898), 8. 401 ff. 
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46) Zu S. 62, Die Function: 



X x^ ay* . X* 



1 •" /1 o^4 (^ o a\« •' 



1 ' (1.2)* (1.2.3)* • (1.2.3.4)* 
welche bei der Wärmebewegung in einem Cylinder eine grosse 



a* 



Rolle spielt, geht, wenn man aj = — setzt, in die Function: 



a* . a* a® . a* 



1 1 L 



• • • • 



2«. 4* 2*. 4*. 6* ' 2*.4*.6*-8* 

über; dies ist die ^esseZ'sche Function Joicc)» Diese findet 
sich auch schon in Fowier*^ Theorie analytique de la cha- 
leur (1822), Oeuvres I, p. 341; Fourier giebt a. a. 0. auch 

das bestimmte Integral — / cos (a sin x) dx als Werth für die 



7t 
o 



Function /o(a), die er mit A bezeichnet, an. 

47) Zu S. 64, Sind P^, P^, . . ., Pfn ^ willküi'liche, un- 
bestimmte Grössen, und bestimmt man die Grössen Pm+if 
Pfn+ii . . . durch : 

•^m+n + ^1 Pm + n—i ~l" ^% ^m+n—i "i * * ' + ^m-^n ^^ ^ 

(n = 1, 2, 3 . . . .), 

p 
so nähert sich der Quotient — ^^ der absolut grössten Wur- 

zel von: 

(1) x^^ + a, a;^»-» + a, a;'^*-* + . . + a^ = 0,- 

falls die Gleichung eine absolut grösste Wurzel, d. h. eine 
solche, deren absoluter Betrag grösser als der der anderen 
Wurzeln ist, besitzt. Dieses Resultat hat Daniel Bernoulli 
(1700 — 1782) nach der Sitte der Zeit ohne Beweis in seiner 
Abhandlung »Observationes de seriebus recurrentibus« (Com- 
mentarii Acad. Petropolitanae, t. 3, 1728) angegeben; bewiesen 
wurde es zuerst YonEuler im 17. Capitel seiner »Introduotio 
in analysin infinitorum« (1748). Bei specieller Wahl der ersten 
wi Grössen P kann in besonderen Fällen dieses Resultat auf- 
hören gültig zu sein. [Vgl. F. Cohn^ Berechnung von Glei- 
chungswurzeln durch recurrirende Ausdrücke, Math. Annalen, 
Bd. 44 (1894), S. 486]. Wählt man im Besonderen P^ = s^, 

Ostwald's Klassiker 127. 17 



jPj = Sj, . . ., l'f„ = *,„, ao wird allgemein F„ ^ fl„, wobei 
s„ die Summe der wten Potenzen aller Wurzeln der Gleichimg [1) 

bedentet; bei dieser apeciellen Wahl nähert aieli - '^- = — *' 

der absolnt gröBSten Wurzel, falls eine solche existirt, nad 
man erhält die allgemein unter BernonUfs Naiuen in den Lehr- 
böcheru angegebeae, apecielle Methode, die sich aber erat bei 
Lagrange in der im Text von Fouriei- citirten Schrift, Note 6 
{Oenvrea, VIII, p. 1681 findet. Vgl. A. Loewy im Sprechsaal 
für die Encyklopädie der math. Wisa. Archiv der Math, und 
Phyaik, Bd. UI. 

48) Zu S. CS. Dieaea lleaultat ist falaeli. Hingegen wird, 
wenn |sj ^ ;i| und der abaolute Betrag von t gröaaer als der 
von u ist, also |(l > \u[, s-\- t durch den 

lim P„^,_ P„_^ — /'„^, I'„ 



in der_ Bezeichnung der Anm. 47 gegeben. Um s -i- t zü finden, 
hat man also den Quotienten von Gliedern zweier verachiedener 
Reihen, nfimlich aua der von Fourier angegebenen Reibe 
AD — BC^ ... und aua der weiter von ihm im Text mit- 
getheilten Reihe AC — S', ... zu bilden. Dies geht übrigens 
schon ans BMfei'schen Resultaten hervor. Das für st von 
Fourier angegebene Resultat ist jedenfalls richtig, falls 's[ ^ |(, 
> \u' iat. 

Sind c(j, K„ . . . «^ die mWurzeln der vorgelegten Glei- 
chung, so kann man jede symmetrische Function der k eraten 
Wurzeln, falls |a,;^|a,| ^. .. ^ !«t|, aber |aj| > |«(,+,| ttlr 
l = 1, 2, . . . m ^ t, ala Näherungswerthe von Quotienten mit 
Hilfe reeuiTeater Reihen finden. Daa Produkt «, ■ a, ■ ■ o^. ist auch 
in so einfacher Weise, wie es PI angiebt, durch Bilden der Quo- 
tienten zweier aufeinanderfolgender Glieder einer einzigen Reihe 
zu erhalten. Diese Resultate haben Stern (CVcWe'a Joui-n. f. 
d. r, n. ang. Math., Bd. 11, 8. 293 ff.) und JoGobi (1804—1851), 
Observatiumoulae ad theoriam aequationnm pertinentea {Crdle'a 
Jonm. Bd. 13, 8. 349) bei dem Bestreben, Föuners Angaben 
nachzuweisen und zn ergänzen, gefunden. Vgl. vorzflglich die 
von Jaeobi f(ü u,, a^, . . . aj. gegebene Nähemngsgleichung. 
Eine sehr eingehende Untersuchung dieser Fragen hat F. Cobn 
in der unter 47) citirten Arbeit-geliefert. Foui-ier's Resultata 
sind flbrigena auch ni^t immer ganz esaot fonnulirt. so nin 
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er auf die Möglichkeit, dasa die absoluten Beträge der Wur- 
zeln gleich sein können, ohne daas dieselben deswegen con- 
jiigirt imaginär sein mDasen, bei dem Anssprnche der 8Jitze im 
Teste nicht genügend Rticksicht, 

49) Zu S. 74. Fourier meint hier, die auch heute noch 
gebräncbliche Bezeichnung des bestimmten Integrals, bei der 

die Grenzen hingeachrieben werden, also f(p[x]dx. Diese Be- 

zeichunng igt von F. in seiner Th&irie analytique (le la cha- 
lenr (Oensrres, I, p. 226] eingeführt worden. 

50) Zu S. 103. Die Angaben bezüglich der Gleichung 
a:"' -{• afX"'~' -\- a^ = Q sind bei Fourier ganz irrig, infolge- 
dessen habe ich den Text geändert. 

51) Zu S.114. Eine algebraische Herleitung dieses Resnl- 
tatea kann man etwa in ./. A. Serref& Handbuch der höheren 
Algebra, deutsch von G. Wertkeim, Leipzig, 2. Auflage, 1878, 
Bd. I, S. 251 nachlesen. 

52) Zu S. 13b'. J^oj/rier ist ein Rechenfehler untergelaufen; 
ei behauptet irrthümlicher Weise, dass die Gleichung eine reelle 
Wnrzel zwischen — 10 und — 1 besitzt. Der Text ist infolge- 
dessen corrigirt worden. 

53) Zu S. 140. Verschwinden für einen Werth x = a 
|||^ aufeinanderfolgende zwischen liegen de Functionen und haben 
die diesen voran fgehen de und folgende Function gleiches Vor- 
zeichen, 30 ist a eine m, + Ifache Indicatrix, falls m, eine 
nngerade Zahl ist, eine vk, fache Indicatrix, falla m, eine 
gerade Zahl ist; haben hingegen die den verschwindenden 
Functionen voraufgehende und folgende Function ungleiches 
Vorzeichen, so ist für ein gerades »n, die Grösse a eine jw, 
fache Indicatrix, fitr ein ungerades ?«[ ist a eine in, — Ifache 
Indicatrix. Sollten für a mehrere Reihen zwischenliegender 
Functionen verschwinden, so sind die entsprechenden Zahlen 
nach der angegebenen Methode zu berechnen und zu addiren. 
Die angegebene Regel setzt voraus, dass wir es wirklich mit 
zwiachenliegenden Functionen, nicht mit solchen, die mit fix) 
sehliessen, zu tiun haben. (Regel des doppelten Vorzeichens.) 

54) Zu S. 153. Zur Anwendung der im Folgenden von 
Fourier auseinandergesetzten Regel ist es nicht absolut noth- 
wendig, beständig vorausznaetzen, dass die erste Derivirte f'x 
im Intervall keine Wurzel hat; es genügt, dasa f"'.c in dem 
Intervall, in welchem eine Wurzel von fx liegt, keine Wurzel 
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besitzt. Vgl. G. harhour., Snr la mötliode d'approximation de 
Newton. Nonv. Annales de math. (1869). Liegt im Intervall 
n bis b eine eiuzige reelle Wurzel von f{x) := und ändert 
die zweite Abgeleitete von fir.j im ganzen Intervall a bis b 
nicht ihr Zeichen, so kann die Newton' sehe Methode anf die- 
jenige der zwei Grenzen, für welche f{x) und f"(j-) daaselbe 
Vorzeichen haben, mit Sicherheit angewandt werden. 

55) Zu S. 167. Die Stellen in Lagrange^A traitö de la 
rösolution des öquations nnm^j'iques de tous les Af^€s, welche 
von der JVewtort'aohen Näherungsmethode handeln, sind in den 
Oenvrea VIII, Introdnction , p. 17, sowie a. a. 0., Note V, 
p. 159, zn finden. 

56} Zu S. 176. Man bemerke, dass : 

ist. 

571 Zu S. 180. Das Werk >Ärtis anslytioae praxis« stammt 

von Harriot [vgl. Anm. 10); die Oi^yAired'sche Regel findet sich 
in dessen Clavis (vgl. Anm. 11 und 37), 

58) Zu S. 182. Ist der Rest gleich oder grösser als die 
Summe der schon beim Quotienten hingeachriebenen Ziffern, 
wenn man diese als Einer betrachtet, so ist hierdurch stets 
ein positiver corrigirter Parti aLdividendus gesichert. 

59) Zu S. 182. Ist der Kost kleiner als die Summe der 
schon beim Quotienten hinge achri ebenen Ziffern, diese als Einer 
gerechnet, so wird man die Coi-rectur an der Zahl, die durch 
Hemntemehmen einer Ziffer des Dividendua zu dem Keat ent- 
st«ht, nicht steta ausführen können, d. h. der corrigirte Partial- 
dividendus kann auch negativ werden. Tritt dies ein, ao iat 
die beim Quotienten hingeschriebene letzte Ziffer sieher 7U 
gross. DasB es aber genügt, dieselbe, wie Fowrier angiebt. 
nm 1 zu verkieinem, ist nicht ohne Einftlhrung einer Bedingung 
immer zutreffend, wie aua folgendem Beispiel hervorgeht, 
1932 : 28. 

Erster Partialdividendua 19, designbter Divisor 2. 
19 3'2 : 28 = 9 . . . 
18 
13' (1<9; die Ziffer 9 ist unsicher). 
72 ^ 8 - 9 [die Correctur kann nicht ausgeführt werden; 
9 ist zn gross). 
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Nach Founer wäre für 9 die Zahl 8 zu schreiben, und 
8 wäre richtig. 8 ist aber auch zu gross; wüi'de man mit 8 
die Rechnung durchführen und die Correctur 64 ausführen 
wollen, so ist dies auch nicht möglich. Statt 9 ist 6 zu 
schreiben, 6 ist gut. 

Fourier^ Aussage, dass, wenn die Correctur sich nicht 
ausführen lässt, man die letzte im Quotienten hingeschriebene 
ZiflPer gerade um 1 eniiedrigen muss, ist richtig, wenn die 
Summe der im Quotienten bereits hingeschriebenen Ziffern, 
diese als Einer gerechnet, gleich oder kleiner als der designirte Di- 
visor ist. Vgl. /. Lürothj Vorlesungen über numerisches Rechnen. 
Leipzig. 1900, S. 49 u. 51; dort findet man eine eingehende 
Behandlung der geordneten Division. 

Wählt man z. B. den designirten Divisor dreiziffrig, so ist 
die Fourier^Bche Regel der Erniedrigung um 1 für die ersten 
elf Ziffern des Quotienten sicher anwendbar; denn jede dieser 
elf Ziffern kann ja höchstens gleich 9 sein, und 99 ist kleiner 
als jede dreiziffrige Zahl. 

In dem S. 184 behandelten Beispiele kann Fourier für 8 
ruhig 7 schreiben; denn 5 + 2 + 6 + 3 + l + 5 + 8< 234. 

60) Zu S. 182. Ist der Rest zwar kleiner als die Summe 
der schon beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern, aber ist 
der corrigirte Partialdividendus noch positiv, so ist die zuletzt 
hingeschriebene Ziffer des Quotienten sicher noch richtig, falls 
der corrigirte Partialdividendus noch gleich oder grösser als 
die Summe der beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern, diese 
als Einer gerechnet, ist [Lürothj a. a. 0., S. 49). In dem Bei- 
spiel S. 185 ist die Zahl 3 richtig; denn ll>2-f5 + 3. 
Dass aber im Gegensatz zu Fourier^^ Angabe, falls nicht die 
obige Bedingung gültig ist und wir einen Rest, der kleiner als 
die Summe der Ziffern des Quotienten ist, trotz eines positiven 
oder verschwindenden corrigirten Partialdividendus eine Aende- 
rung der letzten Ziffer des Quotienten nöthig werden kann, 
zeigt das folgende Beispiel; 179208 : 2273. 

Partialdividendus 17, designirter Divisor 2. 

17 9'208 2273. 

16 8 

19' (1<8; 8 unsicher). 

16 = 2.8 

3 (nach Fourier 8 gut). 
8 ist aber zu gross. 
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Ist (1er Kest zwar kleiner als die Summe der schon beiio 
Quotienten hingeschriebenen Ziffern, der con'igirte Partial- 
dividendns aber positiv oder Null, so ist, wenn die Summe 
der schon im Quotienten hingeschriebenen Ziffern < als der 
deaignirte Divisor ist, die zuletzt hingeschriebene Ziffer des 
Quotienten im allgemeinen richtig; sie kann nur dann mög- 
licher Weise um 1 zu gi'oss aein, wenn sich ergiebt, daaa im 
Quotienten auf die fragliche i^iffer unmittelbar Nullen folgen. 
In diesem letzteren Falle kann die zuletzt hingeschriebene 
Ziffer deswegen um 1 verkleinert werden müssen, weil man. 
die Nullen, welche der Ziffer nnmittelbar folgen, abändern 
rausB, {Liirotk, a. a. 0., S. 52.) 

61) Zu S. 183. Die hiei- von Fourier gelehrte Multipli- 
cation heisBt sym metrisch. 'Sie war schon den Indern als 
V^'räbhyasa (blitzbildend) bekannt. Vgl. M. Cantor, a. a. 0., 
Bd. I, S. 571. Siehe auch J. Lürotli, a. a. 0., 8. 8. Soweit 
wir wissen, war Courier der erste europäische Mathematiker, 
in dessen Werken man fftr die symmetrische Multiplication die 
pructische Anweisung findet, die zwei Zahlen anf zwei separate 
Blätter, und zwar die Ziffern der einen in verkehrter Ordnung, 
zu schreiben. Die symmetrische Multiplication selbst wnrde 
nach M. Cantor, a. a. 0, U, 8. 9 und 8. 312, im Mttelalter 
von Leonardo Pisaniis und Luca Paciuo/o gelehrt. 

62) Zu S. 185. Ueber die Auflösung der quadratischen 
Gleichungen nach Fowrier vgl. ./. Ulrnth, a. a. 0., S. 154. 

63) Zu S. l'J2. Die Bedingung, dass /"'"[i) in dem be- 
trachteten Intervalle keine Wurzel haben soll, ist ftlr das Fol- 
gende erforderlich, Fourier hat sie bei der Angabe der er- 
zielten Resultate in dem Aufsatz sQuestion d'analyse alge- 
brique«, Oeuvres II, p. 250 nicht beachtet. Vgl. die Anmerkung 
des Herausgebers ß. Darboux a. a. 0. 

64) Zu S. 201. Diese Gleichung hat hat bereits Neicton nach 
seiner Methode [vgl. Anm. 14) behandelt und ihre reelle Wurzel 
als 2,09455147 berechnet. Layraiuje hat sie dann mit Hilfe der 
Methode der Kettenbrflche behandelt. Oeuvres VIII, p. 53. I^a- 
ijrange findet cUe Wurzel zwischen 2,09455147 und 2,09455149. 
Fowrier selbst giebt in der unter 6B) genannten Arbeit den 
Werth der Wurzel zwischen 2,0945614815 und 2,0945514816 
an. Der Artikel XXX gehört zu den von Navier stammenden 
Einschiebungen : daher stammt die Berechunng bis auf 32 Deci- 
malstellen von Naviei: Auch Caufhij hat in seiner algebraischen 
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Analysis diese Gleichung behandelt. [In den in Anm. 23) an- 
gegebenen Ausgabe, S. 358.] 

65) 7m S. 213. Dieses Resultat ist schon im Artikel XXV 
bewiesen. Vgl. S. 193 dieser Ausgabe. 

66) Zu S. 213. Dieselbe Rolle, welche bei der Newton- 
sehen Annäherung die Tangente spielt, kommt jetzt der im 
Punkte mit der Abscisse a und der Ordinate f{a) die Curve 
y = f[x) osculir enden Parabel: 

2, = ^(a) + ^ r («) + ^V» 

zu. Vgl. S. 230 dieser Ausgabe. 

67) Zu S. 218. Bezüglich dieses Resultates vgl. man 
wegen der Litteratur die Encyklopildie der mathematischen 
Wissenschaften, II2, S. 118. (Artikel »Algebraische Functionen 
und ihre Integrale« von W, Wirtinge?'.) 
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